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1 Modelle von Berechnungen

Es gibt Modelle in welchen Berechnungen moglich sind und
in anderen Modellen sind sie wiederum nicht moglich. Man
spricht dann von Berechnungsmodellen fiir spezielle Zwecke.
Kleine Anderungen im Berechnungsmodell kénnen hier dra-
stische Konsequenzen haben, so dass z.Bsp. etwas plotzlich
moglich wird.

Es gibt aber auch universelle Berechnungsmodelle, Beispie-
le davon sind production systems, Turingmaschinen oder das
Lambda-Kalkiil. All diese unterschiedlichen Berechnungsmo-
delle sind dquivalent. Diese Modelle sind universell im Sinn
dass sie alles berechnen kénnen, was in anderen Modellen be-
rechnet werden kann, wenn man annimmt, dass sie in Zeit
und Speicher nicht eingeschréankt sind.

1.1 Sortiernetzwerke (sorting networks)

Netzwerke von Parallelen Drihten auf welchen Zahlen von
links nach rechts reisen. An Stellen, die durch vertikale Linien
bezeichnet sind, weist ein Vergleichgatter die kleinere Zahl
zum oberen Ausgangsdraht, die grossere auf den unteren.

Theorem 1.1 (0-1 Prinzip). Wenn ein Netzwerk S mit n
Eingangslinien alle 2™ Vektoren von 0-en und I1-en in aufstei-
gender Reihenfolge sortiert, so sortiert S irgendeinen Vektor
von n beliebigen Zahlen korrekt.

Theorem 1.2. (Testen beweist die Korrektheit!): Wenn ein
Netzwerk S, welches nur Adjazenzvergleiche benutzt, den in-
versen Vektor x1 > x9 > ... > x,, so sortiert er einen belie-
bigen Vektor.

1.2 Threshold logic

Ein Thresholdgatter ist ein logisches Element mit mehreren
Eingéngen, welches durch einen Thresholdwert ¢ charakteri-
siert wird. Es zdhlt die aktuellen Eingangswerte und produ-
ziert einen Ausgang von 1, falls die Summe grosser gleich ¢ ist.
Man benutzt auch noch errregende und hemmende Eingénge,
eine Zelle feuert, falls mindestens ¢ erregende Eingidnge an
sind und kein hemmender an ist.

1.3 Markovalgorithmen

Alphabet A = {0,1}. Funktion A* — A*. Markeralphabet
M ={a,B,...}. Sequenz (geordnet) P = Py, Py, ... von Um-
schreibungsregeln, welche von 2 Typen sind: P, = ¢ — y

(weiterfahren) oder P; = z—y (terminiere), wobei (AU M)*.
Ausfithrung: benutze die erste Regel welche auf den Daten-
string angewendet werden kann, wende sie auf den linkesten
Pattern match an. Eine Terminierungsregel stoppt den Pro-
zZess.

Beispiel 1.3.1 Hinge Suffix an
P :a0 —0a, Py :al — 1la

Ps : a—101

Pi:e -«

Die erste Zeile konnte auch durch B — Ba ersetzt werden
und wird Produktionsschema genannt.

Beispiel 1.3.2 Umkehren des Eingabestrings s

P aco — ao zuriickstauchen

P, aaB — Baa Ausléschen von einzelnen o

Py aa—e

P, aB'B" — B"aB’ umkehren

P e—a repetiert ausgefiihrt, aber P, und P;

stoppen Ps vor dem Erstellen von 2
aufeinanderfolgenden «

Algorithmusdesign
1. Initialisierung. Durch einen Marker die Stelle markieren,

wo etwas geschehen soll.

2. Das Durchfiihren der Operationen wird meist durch das
Suchen nach einem bestimmten Marker bewerkstelligt.

3. Aufrdumen der Marker

2 Endliche Automaten

2.1 Definitionen
Notation

Alphabet A = {a,b,...} oder A={0,1,...}.

A* ={w,w’,...} wobei w Worte sind.

Nullstring €.

Leere Menge ().

”Sprache” L C A*.

Menge S = {so, 51, ...}, Kardinalitit |S|, Potenzmenge 2.



Deterministische endliche Automaten DFA

M = (S, A, f,so,...). Eine Menge von Zusténden S, Alpha-
bet A, Ubergangsfunktion f : S x A — S, Anfangszustand
so. Andere Komponenten von M bezeichnet mit ... konnen
varieren entsprechend dem Zweck von M.

Beispiel 2.1.1 Mod 3 Teiler
Lese eine bindr Zahl von links nach rechts, also MSB zuerst,
und berechne seinen Rest mod 3.

0
o
o
1

Abbildung 2.1: mod 8 Teiler

Acceptor

M = (S, A, f,s0,F), wobei F C S eine Menge von Zusténden,
die akzeptierende Zustédnde sind.

Um die Akzeptanz zu definieren, erweiteren wir f von Sx A —
Szu f: S x A — S wie folgt: f(s,e) = s, f(s,wa) =
f(f(s,w),a) fir w e A*.

Definition. M akzeptiert w € A* wenn f(sp,w) € F. Setze
L C A* akzeptiert von M: L(M) = {w|f(so,w) € F}

Transducer

M ={S,A,f,g,s0}, mit einer Funktion g welche einen Aus-
gabestring iiber einem Alphabet B produziert.

e g:S — B Moore Maschine (in Zustand)

e h:S x A — B Mealy Maschine (bei Ubergang)

Ein Acceptor ist ein Spezialfall eines Transducer.

Nicht-deterministische endliche Automaten (NFA) mit
e-Ubergang: f: S x (AU {e}) — 2%

Eine nicht-deterministische Maschine bringt mehrere Kopien
von sich hervor, wobei jede seinen eigenen root-to-leaf
Pfad vom Baum aller moglichen Auswahlen verfolgt.
Nicht-Determinismus fiithrt also zu einem exponentionellen
Wachstum der Rechenleistung.

Spezialfall: NFA ohne e-Ubergang: f: S x A — 25,

Erweitere f : S x A* — 25: f(s7"5) = e-Hiille von s = Alle
Zusténde erreichbar von s mit e-Ubergéngen (s inklusive).

f(s,wa) =Uf(s,a) fiir 8" € f(s,w).

Erweitere f weiter f 29 x A* —
f(s1,...,88,a) =Uf(s;,a) fiir i =1,... k.

25 wie folgt:

Definition. M akzeptiert w € A* wenn f(sg,w) N F # 0. w
wird akzeptiert wenn 3 ein w-Pfad von sg zu F.

Setze L C A* akzeptiert von M: L(M) = {w|f(so, w) N F #
0}

2.2 Aquivalenz von NFA und DFA

Definition. Zwei FAs sind dquivalent genau dann, wenn sie
die gleiche Sprache akzeptieren.

Lemma 2.1 (e-Ubergiinge). Jede NFA mit e-Ubergingen
kann in eine dquivalente NFA M ohne e-Ubergingen umge-
wandelt werden.

Man kann jede NFA durch eine DFA ersetzen dies kann
aber zu einem exponentionellen Wachstum der Anzahl der
Zustdnde fithren.

Theorem 2.1 (Aquivalenz NFA-DFA). Jede NFA N
kann in eine dquivalente DFA M umgewandelt werden.

Entfernung von e-Ubergingen
Fiir alle Zusténde s in der Zustandsmenge ...

e betrachte alle Pfade der Form ec*, welche s mit einem
akzeptierenden Zustand r verbinden und keine e- Zyklen
enthalten. Wenn ein solcher Pfad existiert, so wird s als
akzeptierend gesetzt.

ce* ce*

OWO — OWO

e betrachte fiir einen Buchstaben a € A jeden Pfad von der
Form ec*a welcher s mit einem anderen Zustand r ver-
bindet und keine e-Zyklen enthélt. Fiir jeden von diesen
fiige den Ubergang f(s,a) = r hinzu.

ce* ee*
—_—
a a a

Am Ende kann man alle e-Ubergénge entfernen.

Umwandlung NFA in DFA - Der Subset Construction

Algorithmus

1. Erstelle den Startzustand des DFA in dem man die e-
Hiille des Startzustands des NFA nimmt.

2. Fiihre folgendes fiir den neuen DFA Zustand aus:
Fiir jedes mogliche Eingabesymbol:

a) Suche alle Zustéinde welche vom neu-erstellten Zu-
stand aus mit dem Eingabesymbol erreicht werden
konnen; dies gibt eine Menge von Zustédnden zuriick.

b) Finde die e- Hiille dieser Menge von Zusténden, dies
kann moglicherweise in einer neuen Menge enden.



Diese Menge von NFA Zusténden ist ein einziger Zustand
in der DFA.

3. Jedes Mal wenn wir einen neuen DFA Zustand erstellen,
miissen wir Schritt 2 auf ihn anwenden. Dieser Prozess ist
komplett, wenn die Anwendung von Schritt 2 zu keinem
neuen Zustand fiithrt.

4. Die Endzusténde des DFA sind diese, welche irgendeinen
der Endzusténde der NFA enthalten.

5. Fiithre zusédtzlich einen Trap- Zustand ein, inden man
kommt, sofern man in einem beliebigen DFA Zustand
auf ein Zeichen trifft, fiir welches keine Ubergangsrelati-
on vorhanden ist. Fiir alle Zeichen bleibt man in diesem
Trap- Zustand.

3 Regulare Ausdriicke: Theorie
Alphabet A, regulidre Ausdriicke R(A). R(A) wird wie folgt

erhalten.

3.1 Syntax
Primitive

e,0,a fiir jedesa € A

Zusammengesetze

wenn E’, E"” REs sind, so sind es auch (E' U E”), (E' o E"),
(E')".

Prioritat

Die Prioritaten der Operatoren sind wie folgt:

*¥=o0=U

3.2 Semantik
jede RE definiert eine Sprache L C A*.

Theorem 3.1. Eine Menge L ist requldr wenn L durch einen
requldren Ausdruck beschrieben wird.

€ bezeichnet die Sprache die nur aus dem Nullstring besteht.
() bezeichnet {}
0 bezeichnet {0} usw. fiir andere Elemente von A.

Wenn E’, E”" die Sprachen L', L' bezeichnen, so gilt:
e (E'UE") bezeichnet L' U L”

e (E' o E") bezeichnet {w € A*|w = w'w", w' € L', w" €
L//}

e (E")* bezeichnet {w € A*|lw = wywsy ... w;, w; € L', 1 >

0}

3.3 Eigenschaften von REs

Definition. Eine Sprache (oder Menge) L C A* wird als
regulir bezeichnet gdw. L durch eine FA akzeptiert wird.

Theorem 3.2. Wenn L,L' C A* requlire Mengen sind, so
sind es auch LUL', Lo L' und L*.

Theorem 3.3. Wenn L reguldr ist, so ist auch das Komple-
ment —L reguldr.

3.4 NFA > RE

Theorem 3.4. L definiert durch RE, so existiert eine NFA
N fiir welche gilt L = L(N).

3.5 DFA < RE

Boolsche Matrix Multiplikation

Transitive Closure einer Adjazenzmatrix A.

Zik = \/ Xij N Yk

j=l..n

Hat Laufzeit O(n®logn), da man nur 2-er Potenzen von Ad-
jazenzmatrix A betrachten kann.

Warshall Algorithmus

Verbesserung des Algorithmus fiir Transitive Closure
By =Bl v BT A B!

Hat Laufzeit O(n?).

Anwendung von Warshall auf RE

R};: Regulérer Ausdruck definiert die Sprache von V Strings
welche M = (Q, A, f, qo, F) von i nach j iiberfiihrt.

Es gilt also

R {a’ Uad'U...a™ fiir alle ¢ mit 1, a(”)) =3
ij =

) sonst
Dann gilt folgende Formel
ng = Rfj_l URj o (R ) o R’;ij’l
Fiir die Initialisierung:

RO
iy
RO
i

{alf(si,a) = s;} fiir i # j
{alf(si,a) = s} U {e}

Fiir die Umwandlung einer FA in eine RE geht man wie folgt
vor:

1. Schreibe in einer Tabelle alle moglichen direkten
Ubergéinge (also k& = 0) auf. Fiir Loop-Ubergiinge muss
man auch ¢ als moglichen Ubergang eintragen.

2. Erhohe k um eins und benutze obige Formel um das Pro-
blem fiir das grossere k auf die vorherige Tabelle zuriick-
zufiihren.



3. Wiederhole Schritt 2 solange, bis k = n = |Q]. Wenn
fertig, dann lese in Zeile von Startzustand all die REs
fiir akzeptierende Zusténde ab und verodere sie.

Beispiel 3.5.1 Umwandlung FA in RE

k=0:
| 1]2]3
1| eb| a
2 elb | a
3 b | €la
k=1
I 1 | 2 | 3
L1 (elb)l (e]b)(e[b)"(e]b) | (a)] (€,b)(e,b)"a
—b* —b*a
2 elb a
3 b ela
usw.

3.6 Zustandsminimierung

Definition. Zustinde r und s von M sind dquivalent (nicht
unterscheidbar) genau dann, wenn fiir alle w € A*, f(r,w) €
F & f(s,w) e F.

Theorem 3.5. Wenn r,s nicht unterscheidbar sind durch
Worte w der Linge |w| < n = |S|, so sind r und s nicht
unterscheidbar.

Algorithmus fiir die Zustandsminimierung

In einer Tabelle von Zustandspaaren ...

1. Markiere alle Paare welche durch ¢ unterschieden werden
kénnen (einer akzeptierend, anderer Nicht-akzeptierend).

2. Fiir jedes unmarkierte Paar (r,s) r,s € S, r # s iiber-
priife fiir alle a € A, ob das Paar (f(r,a), f(s,a)) als
unterscheidbar markiert wurde. Wenn dies der Fall ist,
markiere (r,s) unterscheidbar durch kleinsten Zeugen
w = aw’, wobei w’ vererbt ist von (f(r,a), f(s,a))

3. Wiederhole 2 |@| mal oder bis kein Paar in einem Durch-
gang markiert werden kann.

Beispiel 3.6.1 Zustandsminimierung

|w| = 0:

Abbildung 3.3: Automat fiir Beispiel

[b]c|d]e
a e le
b €le
c €le
d
|w|:1:
[b]c|d]e
all0|0]e|e
b €le
c e le
d
lw| =2
[b]cld]|e
all0]0]e|e
b e le
c €le
d

Es gilt also

3.7 Pumping Lemma

Das Pumping Lemma ist eine prizise mathematische Aussa-
ge, dass ein FSM hochstens bis zu einer Konstante n zéhlen
kann.

Lemma 3.1 (Pumping). L regulir = In(L), so dass jedes
w € L, |w| > n,w = xyz.

1. |y >0
2. |lzyl <n
3. xzy*z € L fir k > 0.

4 Endliche Automaten mit externem
Speicher

Verschiedene Zugriffseinschrankungen fithren zu verschieden
Starken der Automaten, es gilt:

CA < DPDA < NPDA < LBA



4.1 Konzepte, Konventionen und Notationen

FSM M kontrolliert Zugriff auf ein Eingabetape T (wenn es
eines gibt) und ein Speichergerit S. Allgemeine Form eines
Ubergangs:

(momentaner Zustand von M, momentan untersuchtes Sym-
bol von T', momentan untersuchtes Symbol von S) — (neuer
Zustand von M, neu nach S geschriebenes Symbol, Bewegung
des read/write Kopfs von S).

4.2 Counter Automat

Ein Counter Automat besteht aus einem fsm M, der durch
ein Register (Counter) C erweitert wird, welches nur einen
einzigen Integerwert von beliebiger Grosse speichern kann.
C' wird mit Null initialisiert. M kann C' inkrementieren und
dekrementieren und es auf 0 testen.

Durch die Einschrankung das man nur inkrementieren und
dekrementieren kann, kann man nicht viel mehr als Z#hlen.

Beispiel 4.2.1 Counter Automat
Es soll ein Counter Automat fiir die Polnische Notation (suf-
fix) die durch

Gs 5 — 0S5[=S]zly|z 0 — +[ = |-/

definiert gefunden werden.

- A0 — —
—, #0 — dec
+, #0 — dec
-, 0 — dec
/, #0 — dec
d, #0 — inc
' 5, =0 — — o
R Oamm O - O
d, — — inc

Abbildung 4.4: Beispiel eines Counter Automat

4.3 Deterministischer Pushdown Automat
(DPDA)

PDA: FSM kontrolliert einen Stack. Unbeschrinkter Spei-
cherplatz, begrenzt auf last-in-first-out (LIFO) Zugriff.
Stackoperationen: push, pop, test empty.

Definition (DPA). M = (Q,A,B, f,q0,F) oder M =
(Q,A, B, f,qo) in der Version ”akzeptiere bei leerem Stack”.
Dabei sind Q: Menge von Zustinden, qo: Anfangszustand,
F C @: End oder akzeptierende Zusténde.

A: Eingabealphabet, B: Stackalphabet (Konvention: enthilt
alle @ € A und Boden des Stackssymbol £).
Ubergangsfunktion f : Q x A. x B. — Q x B*

Der LIFO Zugriff macht den PDA rechnerisch schwach. Nicht-
determinismus macht ihn stirker, aber entfernt den LIFO Fla-
schenhals nicht ganz.

Beispiel 4.3.1 Pushdown Automat
Es soll ein Pushdown Automat erstellt werden, welcher die
Sprache L(G) die durch die Produktionen

S — SPlg; P — (9)]0
definiert ist, akzeptiert.
0, e — ¢

Ge—(
), (— ¢

-3

Abbildung 4.5: Beispiel eines Pushdown Automat

accept by empty stack

4.4 Nicht deterministischer Pushdown Automat
(NPDA)

Definition (DPA). M = (Q,A,B, f,q,F) oder M =
(Q,A, B, f,qo) in der Version ”akzeptiere bei leerem Stack”.

Ubergangsfunktion f: Q x A, x B, — 2@%5",

4.5 Linear beschriankter Automat (LBA)

Read/write Zugriff auf ein Tape T, von fixer Linge welche
durch den Eingabestring w bestimmt ist.

4.6 Turing Maschine und Automaten von
aquivalenter Starke

Eine Turing Maschine ist eine FSM, welche ein Tape von un-
beschriankter Grosse als externes Speichermedium benutzt.
Es sind Lese-/Schreiboperation erlaubt. Dieses Maschine ist
universell.

FSM mit 2-Stacks

Ist auch universell.

FSM mit Queue

Als Speichermedium dient eine Queue, also FIFO. Auch diese
Maschine ist universell.

5 Kontextfreie Grammatiken (CFG)
und Sprachen (CFL)

5.1 Grammatiken
G=(V,AP,S)
V: Menge der Nicht-Terminalsymbole

A: Menge der Terminalsymbole, Symbole die nicht mehr wei-
ter ersetzt werden kénnen

S: Startsymbol



P: Menge der Produktionen der Form L — R; L,R € (V U
A)*

Im Unterschied zu Markov-Algorithmen kénnen beliebige Re-

geln angewandt werden.

5.2 Typen von Sprachen (nach Chomsky)

Typ 0: keine Restriktion

Typ 1: Kontext sensitiv
VP :wy — wsy : |wy| < |ws|

Ausnahme: S — € erlaubt, wenn S nie auf recher

Seite.
Typ 2: Kontextfrei

wy €V
Typ 3: Regulir
wey € AUAV

kontextfrei vs. kontext sensitiv

POA—=x
A kann bedingungslos ersetzt werden.

kontextfrei:

kontextsensitiv: Kann Regeln der Form uAv — uzv enthal-
ten.
A kann nur abhingig vom Kontext ersetzt

werden.

5.3 Kontextfreie Grammatiken und Sprachen
Umschreibschritt

Fir u,v,z,y,9y',2z € (VU A)*
zy'zund y — ¢’ € P.

U — v, Wenn u = TYz,V =

—* ist der transitive, reflexive Abschluss von —: u —*
v wenn Jwp, Wi, ..., w, mit k > 0 und u = wo,wj—1 —

Wi, Wi = V.

kontextfreie Sprachen

L(G) ist die freie Sprache generiert durch G: L(G) = {w €
A*|S —=* w}

5.4 Aquivalenz von CFGs und NPDAs

Theorem 5.1 (CFG = NPDA). L C A* ist eine CF genau
dann, wenn 3 NPDA M, welche L akzeptiert.

5.5 Normalformen

Jede CFG kann in eine Zahl von ”Normalformen” verwan-
delt werden, welche (fast) dquivalent sind. Aquivalent meint
hier, dass die beiden Grammatiken dieselbe Sprache definie-
ren; fast ist notig, da diese Normalformen den Nullstring nicht
generieren kdnnen.

Chomsky Normalform (rechte Seiten sind kurz)

Alle Regeln sind von der Form X — Y Z oder X — a, fiir
nicht Terminale X,Y, Z € V und Terminale a € A.

Theorem 5.2. Jede CFG G kann in eine Chomsky Normal-
form G’ transformiert werden, so dass L(G') = L(G) — {e}.

Greibach Normalform

Produziere bei jedem Schritt ein Terminalsymbol ganz links
- niitzlich fiir Parsing.

Alle Regeln sind von der Form X — aw, fiir ein Terminal
a € Aund ein w € V*.

Theorem 5.3. Jede CFG G kann in eine Greibach Normal-
form G’ transformiert werden, so dass L(G') = L(G) — {e}.

5.6 Das Pumping Lemma fiir CFLs

Theorem 5.4. Fir jede CFL L gibt es eine Konstante n,
so dass jedes z € L von der Linge |z| > n als z = uvwzy
geschrieben werden kann, so dass folgendes gilt:

1. vz #e¢
2. Jvwz| <n
3. wvkwaky € L fiir alle k >0
Theorem 5.5. L = {0¥1%2%|k > 0} ist nicht kontextfrei.

5.7 Abschlusseigenschaften der Klasse von
CFLs

Theorem 5.6. Die Klasse von CFLs iber dem Alphabet A
ist geschlossen unter der reguldren Operationen Vereinigung,
Katenation und Kleene Star.

Theorem 5.7. Die Klasse von CFLs iber dem Alphabet A
ist micht geschlossen unter Durchschnitt und Komplement.

5.8 Das "Wort Problem”. CFL Parsing in O(n?)
durch dynamische Programmierung

Das Wort Problem fragt: Gegeben G und w € A*, entscheide
ob w € L(G) oder nicht. Oder genauer: Gibt es einen Algo-
rithmus welcher anwendbar ist auf irgendeine Grammatik
G in einer gegebenen Klasse von Grammatiken, und ein
w € A*, welcher entscheidet ob w € L(G)?

Fiir CFGs gibt es einen ”"bottom up” Algorithmus (Cocke,
Younger, Kasami) welcher systematisch alle méglichen Par-
sebdume von zusammenhéngenenden Substrings vom zu Par-
senden String w berechnet und lduft in O(Jw|?).

6 Universelle Berechnungsmodelle und
Aquivalenz

6.1 Ubersicht

Es gilt:
™ > MA > QM > TM



TM: Turing Maschine
MA: Markov Algorithmus
QM: Queue

Turing Maschine

Daten konnen entlang einem Band ausgelegt werden, Labels
dazu benutzt werden um die verschiedenen Teile ausfindig
zu machen. Dazu kommt ein endlicher Automat Kontroller
mit dem das Band scannen kann bis man auf ein bestimmtes
Label trifft.

Post oder Queue Maschine

Ist beschrinkt durch eine Zugriffsbeschrinkung: Daten
konnen nur vom Kopf gelesen und geléscht werden und am
Ende angehéngt werden.

Markov Algorithmen

Ist strikt sequentiell. Die erste Umschreibregel die zutrifft,
wird beim ersten Pattern Match angewandt. Die Ubergéinge
sind von der Form: ¢;,z — ¢,y mit z,y € A*

7 Berechenbarkeit

7.1 Definition

Definition (Berechenbarkeit). Eine (evtl. partielle) Funk-
tion f : N¥ — N ist berechenbar, falls es ein Rechenverfahren
gibt, das f berechnet.

Verfahren ist z.B. durch Java-Programm P gegeben; wo-
bei Ausfithrung ohne Platzbeschrinkung. P gestartet mit
(n1,...,n) € N¥ terminiert nach endlich vielen Schritten
mit Ausgabe f(ni,...,nk). Im Falle einer partiellen Funkti-
on muss P nicht (immer) stoppen.

7.2 Churchsche These

These 7.1 (Chursche). Die durch die formale Definiti-
on der Turing-Berechenbarkeit (dquivalent: While, Goto, -
Kalkiil, ..-Berechnbarkeit) erfasste Klasse von Funktionen
stimmt genau mit der Klasse der im intuitiven Sinne bere-
chenbaren Funktionen tberein.

7.3 Turingmaschine

Definition (Turingmaschine). Eine Turingmaschine ist
ein 7-Tupel
M = (Za E7F757 207|:|7E)

Hierbei sind:
e 7 die endliche Zustandsmenge

e Y das FEingabealphabet

I' D 3 das Arbeitsalphabet

e §:ZxT — ZxT x{L,R, N} die Uberfihrungsfunktion,
im nichtdeterminstischen Fall:
0:ZxT —>P(ZxT x{L,R/N})

e zo € Z der Startzustand
e eI\ X das Blank
e I C Z die Menge der Endzustinde

Konfiguration

Eine Konfiguration formalisiert den globalen Zustand der
Turingmaschine. Eine Konfiguration ist ein Wort k € I'* ZT™*.
k = azfB bedeutet, dass af der nicht-leere Teil des Bandes
ist. z ist der Zustand, in dem sich die Maschine gerade
befindet und der Schreib-/Lesekopf steht auf dem ersten
Zeichen von f.

Erreichbare Konfigurationen werden durch die binédre Relati-
on I definiert. Es gilt

ai...amzbr...bp
® ai...amz'chs.. by, falls §(2,b1) = (2',¢,N),m > 0,n > 1.
® a1...amcz'ba.. . by, falls §(z,b1) = (2/,¢, R),m > 0,n > 2.
® ai...am—12'amcha...by, falls §(z,b1) = (2',¢,L),m > 1,n >
1.

Weiterhin gelten die zwei Sonderfille
® aj...amzbi Fay...ancz’ O, falls 6(z,b1) = (2/,¢, R)
o 2by...byF 2 Ocby...by, falls §(z,b1) = (2/,¢, L)

Eine TM kann sowohl Sprachen akzeptieren als auch Funk-
tionen definieren.

Turing-Berechenbarkeit und Definierbarkeit

Definition (Sprachakzeptanz). Eine Turingmaschine ak-
zeptiert die Sprache

T(M)={x € Xz F" azf; o, €T"; z € E}

Definition (Turingberechenbarkeit). Eine Funktion f :
N* — N heisst Turing-berechenbar, falls es eine Turingma-
schine M gibt, so dass fiir alle ny,...,ng, m € N gilt

f(na,...,nk) =megdw zom#ne# ... #nx F* O...02.mO...0

wobei zy € E und 7 die (z.B. Binér-)Darstellung der Zahl n
darstellt. # ist hierbei ein Trennzeichen.

Definition (Turingberechenbarkeit). Eine Funktion f :
>* — ¥* heisst Turing-berechenbar, falls es eine Turingma-
schine M gibt, so dass fir alle z,y € ¥* gilt:

fl@)=ygdw zox F*O...0 2,y O...0

Charakteristische Funktion

Man sagt, eine Sprache A ist von Typ 0, wenn sie von einer
Turingmaschine M4 akzeptiert wird. Diese entspricht einer
Turingmaschine, die die folgende Funktion x4 : ¥* — {0, 1}
berechnet

1 weA
undefiniert w ¢ A

watw) = {

M4 kann leicht umgebaut werden, um x4 zu berechnen.
Daher stimmen die Typ 0-Sprachen genau mit den semsi-
entscheidbaren Sprachen tberein.



Mehrband-Turingmaschinen

Eine Mehrband-Turingmaschine kann auf &k > 1 vielen
Béanden unabhingig voneinander operieren. D.h. k Schreib-
Lesekopfe, und 6 ist eine Funktion von Z x I'* nach Z x IT'* x
{L,R,N}.

Satz 7.1 (Berechnungskraft von Mehrband- Turing-
maschinen). Zu jeder Mehrband- Turingmaschine M gibt
es eine (Finband-)Turingmaschine M’ mit T(M) = T(M')
bzw. so, dass M' dieselbe Funktion berechnet wie M.

Ausdrucksmaichtigkeit

Seien etwa Mz = (Zi,E,Fi,éi,zi, D,EZ),’L = 172 Wir be-
zeichnen die sequentielle Komposition von My und My durch

start — My — My — stop

oder durch My; Ms.
Dieses Hintereinanderschalten wird definiert durch
M= (Z1UZ3,%,T1 U9, 6, 21, O, Es)
wobei (0BdA) Z1 N Zy = () und
§ =081 Uda U{(2¢,a,22,a,N)|ze € E1,a €T}

Ausdrucksmachtigkeit: Test auf 0

Z = {2, 21, ja, nein}; Startzustand zg, Endzustéinde sind ja
und nein.

§(z0,a) (nein, a, N) fiir a # 0
6(20,0) = (21,0,R)
0(z1,a) = (nem a, L) fir a # 0
0(z1,00) = (jo,00, L)

Ausdrucksmachtigkeit: if-then-else

stat — M =% M; — stop
1 Zey
Mo
!
stop

Bezeichnet eine TM, wobei vom Endzustand z.; von M aus
nach M; iibergangen wird, und von zeo aus nach Ms. Alter-
native Schreibweise:

if M then M else M

7.4 LOOP-Programme
Semantik und Syntax

Fiir die Berechnung einer k-stelligen Funktion gehen wir da-
von aus, dass diese mit den Startwerten ni,...,ni € N in
den Variablen x4, ...,z gestartet wird und alle anderen Va-
riablen den Anfangswert 0 haben.

LOOP z; DO P END;

P wird genau (der Anfangswert von) x;-mal ausgefiihrt. Das
Andern des Variablenwertes x; im Innern von P hat keinen
Einfluss auf die Anzahl der Wiederholungen.

Wertezuweisungen der Form z; := x; + c und z; := z; — ¢,
wobei aber hier ”Proper Subtraction”, also falls ¢ > x; so
wird Resultat zu 0.

Definition. Eine Funktion f : N*¥ — N heisst LOOP-
berechenbar, falls es ein LOOP-Programm P gibt, das f in
dem Sinne berechnet, dass P, gestartet mit ni,...,nx in
den Variablen x4, ...,z (und 0 in den restlichen Variablen)
stoppt mit dem Wert f(nq,...,nk) in der Variablen x.

Alle LOOP-berechenbaren Funktionen sind totale Funk-
tionen. Aber nicht alle totalen Funktionen sind LOOP-
Berechenbar.

Simulation von IF 2 = 0 THEN A END:

y:=1
LOOP z DO y := 0 END;
LOOP y DO A END;

7.5 WHILE-Programme

Semantik und Syntax
WHILE z; #£ 0 DO P END

P wird solange wiederholt ausgefiihrt, wie der Wert von
x; ungleich Null ist. Im Unterschied zu LOOP-Programmen
wird hier P im Normalfall z; verindern. WHILE-Programme
konnen LOOP-Programme simulieren.

Satz 7.2. Turingmaschinen kénnen WHILE-Programme si-
mulieren.

Normalform fiir WHILE-Programme

Korollar 7.1. Jede WHILE-berechenbare Funktion kann
durch ein WHILE-Programm mit nur einer WHILE-Schleife
berechnet werden.

7.6 GOTO-Programme

Definition. GOTO-Programme bestehen aus Sequenzen von
Anweisungen A;, die jeweils durch eine Marke M; eingeleitet
werden:

My : Ay; My : Ag;... My : Ak
Wobei Anweisungen A; sein kénnen:

o x;:=x;+coder x; :==x; —c

e GOTO M;

o |IF 2; =c THEN GOTO M;

e HALT

Satz 7.3. Jedes WHILE-Programm kann durch ein GOTO-
Programm simuliert werden und umgekehrt.



7.7 TMs und WHILE/GOTO-Programme

Satz 7.4. TMs konnen durch GOTO-Programme simuliert
werden.

Zusammenfassend gilt somit:

™ < GOTO < WHILE < T™M

7.8 Funktionen: Grundlagen

Sei Fy, die Menge aller Funktionen f : N¥ — N
Sei T}, die Menge aller totalen Funktionen f : N¥ — N
Sei

F = UFk
keN

T = UTk
keN

7.9 Basis-Funktionen
Null-Funktion

Mit der Null-Funktion bezeichnen wir die Funktion zero € Ty

(r €N)

zero =10

Successor-Funktion

Mit der Sucessor-Funktion bzeichnen wir die Funktion s(x) €
Ty
s(x)y=z+1 (x €N)

Projektions-Funktion

Fiir alle j,k € NT,1 > j > k bezeichnen wir die Projektions-
Funktion ﬂ;? e Ty

k

5 (x) = 2 @) € NY)

(x = (z1,22,...

7.10 Komposition/Primitive Rekursion
Komposition

Sei k,l € Z* und f = (f1,..., fi) ein I-Tupel von Funktio-
nen in Fj, und sei g eine Funktion in Fj. Sei h = ¢g-f =
g (f1(x),..., fi(x)), die Funktion in Fj, definiert wie folgt:

h(x) = g(f(x)) = g(f1(x),.. ., fi(x))

Primitive Rekursion

Sei k € N, f € T, und h € Tj42. Wir bauen eine neue Funk-
tion g wie folgt:

(x € N¥)

9(0,x) = f(x)
h (x € N¥,y € N)

gy+1,x) = h(y,x,9(y,x))

Wobei g € Tx1.

7.11 p-Minimierung

Sei £ € N und f € Fjy1. Wir bauen eine neue Funktion
g = uf € F, wie folgt (fiir x € NF)

min{n|f(n,x) = 0 und fiir alle m <n
ist f(m,x) definiert}

g(x) =

Hierbei wird min() = undefiniert gesetzt. Durch Anwenden
des u-Operators konnen partielle Funktionen entstehen.

7.12 Definitionen

Definition. Die Klasse von primitiv rekursiven (PR) Funk-
tionen ist die kleinste Teilmenge von F', die unter Basis-
Funktionen, Komposition und Rekursion abgeschlossen ist.

Definition. Die Klasse von (u-)rekursiven Funktionen ist die
kleinste Teilmenge von F', die unter Basis-Funktionen, Kom-
position, Rekursion und p-Minimierung abgeschlossen ist.

7.13 Beispiele

add(0,xz) = 7i(x)
add(y+1,z) = h(y,z,add(y,x))

wobei h:
h(x,y,2) = s(m3(2,y,2)) = 5(2)

7.14 PR versus LOOP

Tupel kodieren
1
c(z,y) = <x+g+ > +a

Stellt eine Funktion von N x N — N dar. Somit kann man mit
¢ k + 1 Tupeln kodieren.

;c(nk,0)))
Fiir das Dekodieren benétigen wir e und f die Umkehrfunk-
tionen von c

(ng,n1,...,ng) = c(ng,c(n, ...

e(c(z,y)) ==, fle(z,y) =y

PR < LOOP

Satz 7.5. Die Klasse der PR-Funktionen stimmt genau mit
der Klasse der LOOP-berechenbaren Funktionen tberein.

7.15 u-Rekursion < WHILE-Programme
1 ergibt eine echte Erweiterung der PR-Funktionen.

Satz 7.6. Die Klasse der p-rekursiven Funktionen stimmt
genau mit der Klasse der WHILE- (GOTO-, Turing-) bere-
chenbaren Funktionen tberein.

Satz 7.7 (Kleene). Fir jede u-rekursive Funktionen f gibt
es zwei (n + 1)-stellige PR-Funktionen p und q, so dass sich
f darstellen lisst als

f(X) = p(pg(%),%)



Hierbei ist pq die durch Anwendung des p-Operators auf q
entstehende (n-stellige) Funktion.

8 Nicht-Berechenbarkeit
8.1 Reduktion

Technik um Nicht-Berechenbarkeit zu zeigen. Damit zeigt
man, dass ein Problem mindestens so schwer ist wie ein
anderes.

Notation: A< B

Bedeutung: Falls B berechenbar ist, dann ist es A auch. Falls
A nicht berechenbar ist, dann ist es B auch nicht.

8.2 Entscheidbarkeit

Definition. Eine Menge A C X* heisst entscheidbar, falls die
charakteristische Funktion von A, ndmlich x4 : ¥* — {0,1},
1, fallswe A

berechenbar ist.
{ 0, falsw¢g A

Definition. Eine Menge A C X* heisst semi-entscheidbar,
falls die "halbe” charakteristische Funktion von A, ndmlich
X'y 0 &% — {0, 1}, berechenbar ist.

xa(w)

(w) = fallsw € A
XA\w) = falls w ¢ A

Satz 8.1. Eine Sprache A ist entscheidbar gdw sowohl A als
auch A semi-entscheidbar sind.

L
undefiniert,

8.3 Rekursive Abzdihlbarkeit

Definition. Eine Sprache A C ¥* heisst rekursiv aufzihlbar,
falls A = @) oder falls es eine totale und berechenbare Funktion
f N — X* gibt, so dass

A={f(0),f(1),f(2),...}
Nebenbemerkung: f(i) darf gleich f(j) sein.

Satz 8.2. FEine Sprache ist rekursiv aufzdhlbar, gdw sie semi-
entscheidbar ist.

Korollar 8.1. A ist entscheidbar gdw A und A beide rekursiv
aufzihlbar sind.

8.4 Aquivalente Begriffe
Folgende Aussagen sind dquivalent
o A ist rekursiv aufzdhlbar
A ist semi-entscheidbar
X'y ist (Turing-, WHILE-, GOTO-) berechenbar
A =T(M) fir eine TM M

A ist ein Definitionsbereich einer berechenbaren Funkti-
on

A ist Wertebereich einer berechenbaren Funktion
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8.5 Aufzahlbare versus abzdhlbare Mengen

Definition. Eine Menge A heisst abzdihlbar, falls A = () oder
falls es eine totale (nicht notwendigerweise berechenbare!)
Funktion f gibt, so dass

A={f(0),f(1),..}

Satz 8.3. Jede Teilmenge A’ einer abzihlbaren Menge A =
{f(0), f(1),...} ist wieder abzdihlbar.

Aber: Nicht jede Teilmenge einer rekursiv aufzéhlbaren Men-
ge muss wieder rekursiv aufzidhlbar sein.

Nichtabzahlbarkeit

Satz 8.4. Nicht alle Mengen sind abzdihlbar.

8.6 Nichtentscheidbarkeit
Kodierung von TMs

e Sei T {ag,...,ax} und Z
durchnummeriert.

{20,...,2n} (0BdA)

e Jedem Tupel in ¢ der Form (z;,a;, zi7, ajr,y) ordnen wir
das Wort

F#bin(i)#bin(j)#bin(i")#bin(j")#bin(m)

zu, wobei
0, y=1L
m = 1, y=R
2, y=N

e Wir schreiben diese Worter in (beliebiger) Reihenfolge
hintereinander und erhalten - als Zwischenschritt - ein
Wort iiber {0, 1, #}.

e Wir fiigen die bindre Kodierung der Start- und End-
zustdnde hinzu.

e Wir ordnen ein Wort iiber {0,1} durch Kodierung zu:

0 — 00
1 — 01
# — 11

Jetzt entspricht eine TM M einem Wort iiber {0,1}*. Je-
doch nicht jedes Wort iiber {0,1}* kodiert eine TM. Sei M
irgendeine beliebige feste TM (hier als ”Default-Programm”
benutzt), dann kénnen wir fir jedes w € {0,1}* festlegen,
dass M,, eine TM bezeichnet, ndmlich

{

Spezielles Halteproblem

M

M

, falls w Codewort von M ist

M, =

, sonst

Definition. M (w) | bedeutet, dass die TM M, angesetzt auf
w, hilt. M (w) 1 bezeichnet Nicht-Terminierung.

Definition. Das spezielle Halteproblem oder Selbstanwen-
dungsproblem ist die Sprache

K ={w € {0,1}"[My(w) |}
Satz 8.5. Das spezielle Halteproblem ist nicht entscheidbar.



Reduktionen

Definition. Seien A C ¥* und B C I'* Sprachen. Dann
heisst A auf B reduzierbar - symbolisch mit A < B bezeichnet
- falls es eine totale und berechenbare Funktion f : ¥* — I'*
gibt, so dass fiir alle z € ¥* gilt:

re€A& f(z)eB

Satz 8.6. Fulls A < B und B entscheidbar (bzw. semi-
entscheidbar) ist, so ist auch A entscheidbar (bzw. semi-
entscheidbar).

Korollar 8.2. Fualls A unentscheidbar ist und A < B, dann
ist auch B unentscheidbar.
Allgemeines Halteproblem

Definition. Das (allgemeine) Halteproblem ist die Sprache
(fiir w,x € {0,1}%)

H = {w#z|My(z) |}
Satz 8.7. Das Halteproblem H ist nicht entscheidbar.

Halteproblem auf leerem Band

Definition. Das Halteproblem auf leerem Band ist die Spra-
che

Ho = {w|My(e) |}
d.h. M,,, angesetzt auf leerem Band, hélt.

Satz 8.8. Hy ist nicht entscheidbar.

Rice-Satz

Es ist hoffnungslos, irgendeinen Aspekt des funktionalen Ver-
haltens einer TM algorithmisch bestimmen zu wollen.

Satz 8.9 (Rice). Sei R die Klasse aller Turing-
berechenbaren Funktionen. Sei S eine beliebige Teilmenge
hiervon (mit Ausnahme von S = ) und S = R). Dann ist
die Sprache

C(S) = {w|die von M, berechnete Funktion liegt in S}

unentscheidbar.

9 Komplexitdtstheorie

9.1 Komplexitatsklassen

Man wahlt als Berechnungsmodell im Normalfall Mehrband-
TMs, man kénnte aber irgend ein TM-dquivalentes Modell
nehmen.

Definition. timey; : ¥* — N ist die Anzahl der Rechen-
schritte einer (Mehrband-)TM M bei Eingabe von X*.

Definition. Sei f : N — N. Die Klasse TIM E(f(n)) be-
steht aus allen Sprachen A, fiir die es eine deterministische
(Mehrband-)TM M gibt mit A = T(M) und Vz € X* :
timepr(x) < f(|z).
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Polynomielle Zeit P

Definition. Ein Polynom ist eine Funktion p : N — N der
Form

p(n) = agn® + ap_1nF M+ -+ ain + ag
fir a; e Nund k € N
Definition. Die Komplexitatsklasse P ist:
P

{A4| es gibt eine TM M und ein Polynom p mit
T(M) = A und timey (x) < p(|z])}

U TIME@p(n)
p Polynom

Um zu zeigen, dass ein Problem in P ist, geniigt es zu zeigen,
dass es eine Losung (=Algorithmus) mit Komplexitit O(n*)
gibt fiir eine Konstante k.

Satz 9.1. Die Klasse P und auch weitere komplexere Klas-
sen, etwa TIME(2"), TIME(2%") usw., sind PR/LOOP-
berechenbar.

NP

Mit Nichtdeterminismus ergibt sich die Moglichkeit fiir unter-
schiedliche Berechnungszeiten. Wir werden die kiirzeste (ak-
zeptierende) Berechnung als Basis benutzen.

Definition. Fiir M, eine nichtdeterministische TM, sei

ntime () = { gnn[Lange einer akzeptierenden Berechnung von M (z)]

Sei f : N — N. Die Klasse NTIME(f(n)) besteht aus der
Sprache A fiir die es eine nichtdeterministische Mehrband-
TM M gibt mit A = T(M) und ntimen(z) < f(|z|). Ferner
definieren wir:

NP =

z € T(M)
z & T(M)

U NTIME(@p(n)

p Polynom

Es folgt aus der Definition, dass P C NP gilt.

9.2 Verifikation vs Existenz

Definition. Ein Verifikationsverfahren (VF) fiir eine Spra-
che A ist ein Algorithmus V', wobei

A = {w|V akzeptiert w#c fiir ein ¢ € T'*}

Ein VF hat polynomielle Laufzeit, wenn die Laufzeit polyno-
miell in |w| ist. ¢ heisst ein Zertifikat. Es kann eine zusétzliche
Information sein, z.B. ein Losungsvorschlag.

Satz 9.2. Eine Sprache A ist in NP gdw es ein polynomielles
VF fiir A gibt.

9.3 Polynomielle Reduzierbarkeit

Definition. Seien A C ¥* und B C I'* Sprachen. Dann
heisst A auf B polynomiell redzuzierbar - symbolisch A <, B
- falls es eine totale und in polynomieller Zeit berechenbare
Funktion f :¥* — I'* gibt, so dass fiir alle x € ¥* gilt:

reA& f(z)eB

Lemma 9.1. Fualls A <, B und B € P (bzw. B € NP), so
ist auch A € P (bzw. A€ NP).



9.4 NP-hart/ vollstandig

Lemma 9.2. <, ist eine transitive Relation.

Definition. Eine Sprache A heisst NP-hart, falls fiir alle
Sprachen L € NP gilt: L <, A.

Definition. Fine Sprache A heisst NP-vollstindig, falls A
NP-hart ist und A € NP gilt.

A ist N P-vollsténdig, falls A mindestens so schwierig ist wie
jedes Problem in NP.

9.5 P vs NP
Satz 9.3. Sei A NP-vollstindig. Dann gilt:

Ae P& P=NP

9.6 SAT

Definition. Das FErfiillbarkeitsproblem der Aussagenlogik,
kurz SAT, ist:

SAT = {code(F) € Z*|F ist eine erfiillbare Formel der Aussagenlogik}

Also gegeben eine Formel F' der Aussagenlogik, gefragt: ist F’
erfiillbar.

Satz 9.4 (Cook). SAT ist NP-vollstindig.

9.7 3KNF-SAT

Eine Boolsche Formel F' in konjunktiver Normalform mit
hochstens 3 Literalen pro Klausel. Ist F' erfiillbar?

Satz 9.5. SKNF-SAT ist NP-vollstindig.

9.8 Mengeniiberdeckung

Ein Mengensystem iiber einer endlichen Grundmenge M, also
Ti,...,Tx € M, sowie eine Zahl n < k. Gibt es eine Auswahl
aus n Mengen T;,,...,T; , in der bereits alle Elemente aus
M vorkommen?

Satz 9.6. Mengeniiberdeckung ist NP-vollstdindig.

9.9 Clique

Ein ungerichteter Graph G = (V, E) und eine Zahl k € N.
Besitzt G eine ”Clique” der Grosse mindestens k7 D.h. eine
Teilmenge V' C V mit |V'| > k und fiir alle u,v € V' mit
u # v gilt: {u,v} € E.

Satz 9.7. Clique ist NP-vollstindig.

9.10 Knoteniiberdeckung

Ein ungerichteter Graph G = (V,E) und eine Zahl k €
N. Besitzt G eine "{iberdeckende Knotenmenge” der Grosse
hochstens k7 D.h. eine Teilmenge V' C V |V'| < k, so dass
fiir alle Kanten {u,v} € F gilt: uw € V' oder v € V.

Satz 9.8. Knoteniiberdeckung ist NP-vollstindig.
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9.11 Rucksack

Natiirliche Zahlen aq,...,a; € N und b € N. Gibt es eine
Teilmenge I C {1,2,...,k} mit >, , a; = b7

Satz 9.9. Rucksack ist NP-vollstindig.

09.12 Partition

Natiirliche Zahlen a4, ..., a; € N. Gibt es eine Teilmenge J C
{12, kb mit Y0, ai =)0 ai?

Satz 9.10. Partition ist NP-vollstindig.

9.13 Bin Packing

Eine ”Behiltergrosse” b € N, die Anzahl der Behélter k € N
und ”Objekte” aq,...,a,. Konnen die Objekte so auf die k
Behilter verteilt werden, dass kein Behélter iiberlduft?

Satz 9.11. Bin Packing ist NP-vollstindig.
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