Analysis /11

Zusamenfassung

Patrick Pletscher

18. Oktober 2003

1. Grundstrukturen

1.1. Reelle Zahlen

x x>0
|z |:=

-z =<0
1 x>0
sgn(z):=¢ 0 =0
-1 =<0

1.2. Koordinaten in der Ebene und im
Raum

Polarkoordinaten (in der Ebene)

T =17TCcos¢ Yy = rsin ¢

r=+/z2+9y? tang=1%
Zylinderkoordinaten

r=rcosp r=+/22+y2
y=rsing tanp=1%
2=z 2=z N

0<p<2rm

Kugelkoordinaten

x=rcosdcosp r=+/2+9y>+2% |1

y=rcos¥sing tanp =%

z =rsind siny =
0<e<2m, 0<I9<m

— 2
22 y2 422

1.3. Vektoralgebra
Skalarprodukt

dann a, b spitzer Winkel
, dann d, b stumpfer Winkel

Q 2l 2 2
SHRSARSN] ®¢
AV

[=R= OE

Vektorprodukt

(1) |@xb|=|alb|sing

(2) |@dxb|lLadund |@axb|Lb

(3) @,b,d x b: Rechtshindiges System

analytisch:
axb= (a2b3 — agbg, a3b1 — albg,albg — agbl)

Diverses
Fléche eines Parallelogramms: A =| @ x 5|
Volumen eines Spates: V = [d@,b,é] = (@ x b)-€

Ebene: i-r —n-p=0

Abst. von 2 Punkten:

in R%: r = \/(zl —x2)% + (y1 — y2)?

in R%: r= /(21— 22)2+ (y1 — y2)2 + (21 — 22)
Abst. d zweier Geraden 7/, + u/vdisp: d =

|(_1:1 XaQ(FQ—Fl)‘
‘dl ><a?2|

1.4. Komplexe Zahlen
Grundlagen

z=x+ 1y

z=r(cosp +ising), r = /2% +y?2, tan(¢) = £
cos ¢ + isin g =: e'¢

21tz = (w1 +iy1) £ (v2+iy) = (v1£32) +i(y1Ey2)
z1-22 = (21 + Y1) (z2 + iy2) = (7172 — Y1y2) +
i(x1y2 + T2y1)

2129 = [r1(cos ¢1 + isin ¢q)]- [ra(cos 2 + isin ¢o)] =
(rir2)- [cos(d1 + d2) + isin(¢1 + ¢2)]

2129 = (11 673'151). (7o eM’z) = (r17ro)- ei(d1+02)

Tty 2?4y?
_ zitiyn _ (matiys)-(z2—iys)
T matiye — (z2tiy2)-(z2—iy2)
_ (Q) et(P1—¢2)

T2

|z| = Va2 +y?, |21 22| = |21|- |22

N = [T" ei¢]n — ph. ein¢

B g v



Radizieren

Wurzeln der Gleichung 2" = a = - €*?
2 = C/F[COS(MTQ”) + - sin( ¢+fb'2”)] (k=0,...,n—

1)
d+k-2m

oder z = {/r-e n

quadratische und héhere Gleichungen

Falls x+ iy eine NS eines Polynoms, so ist auch x —iy
eine NS davon. ,

2 +pz+q=0= (z+5)*=8—-q=D
210=—-5= VD

Beispiel: komplexe NS von 2°7 — 2256 4 255 — 22 +
2z = 0 bestimmen. = (2°° — 1)(z — 1)2 = 0. Also ist
die Losungsmenge z = eik%, k=0,...,54 und z
dreifache NS.

1.5. Kegelschnitte

. . z? 2 -
Ellipsengleichung: o+ 7;—2 =
b:y-Halbachse
Parabelgleichung: 32 = 2px p:y-Halbachse

2

2
2 — % = 1 ax-Halbachse,

1 a:x-Halbachse,

Hyperbelgleichung:
b:y-Halbachse

2. Funktionen

Erscheinungsformen

[+ A= B, x—y:= f(x)
dom(f):=A
im(f):==yeBlFzeA: y= f(x)

2.1. Eigenschaften von Funktionen

o Injektivitét: f(z1) = f(z2) = 21 = 22 (eindeu-
tige Abbildung)

Surjektivitéit: jedes y € im(f) wird angenommen

Bijektivitat: gleichzeitig injektiv und surjektiv
(d.h. es existiert ein f~1)

Konvexitét:

— konvex: Steigung der Tangente nimmt mo-
noton zu (Linkskurve) = f”(t) > 0

— konkav: Steigung der Tangente nimmt mo-
noton ab (Rechtskurve) = f"(t) <0

Eine Fkt f: X — X’ heisst gerade, wenn f(-x)=f(x)
Vo € dom(f)
Eine Fkt heisst ungerade, wenn f(-x)=-f(x)

Stetigkeit

f ist stetig, wenn sich zu noch so kleiner Toleranz
€ > 0 ein Schlupf § > 0 angeben lisst, so dass Vx €
dom(f) gilt:

Definition der Stetigkeit von f in xg:
Ve > 0,30 > 0mit | x —xg |[<d =] f(x)— flag) |<e

Zwischenwertsatz

fla,b] — R, stetig

Fla) < 0, £(8) > 0

f besitzt in diesem Intervall wenigstens eine NS:
3¢ €la, bl mit f(§) =0

Minimumfunktion zweier Funktionen

min{z,y} = 3(z +y — |z —yl)

2.2. Grenzwerte

Bernoulli de I'Hopital

)

Wenn fiir lim,_, 4, % f(=)

g()
stimmter Ausdruck wie ”%” oder 7227 entsteht und
f,g diff’bar sind, so gilt die Regel (auch mehrmals
anwendbar):

i @)
fim oy =

ein unbe-

oder lim,_, 4

lim I'(z)

r—a 9'(2)

Wenn BdH nicht anwendbar, kénnen die folgenden
Umformungen weiterhelfen, so dass nachher BdH
anwendbar ist:

Funktion ¢(x) | limz—s, ¢(z) | Elementare Umformung

'u.(lcv) bzw. U(lz)
u(x)

0- 0o bzw. co-0

u(z)v(x)

v(z)
T

00 — 00
w(@)v(@)

u(x)v(z) eV (@) Inu(x)

00700007 190

Beispiel
limg, oo n? (sin(%) + cos(i) — 1) =
lim,, o Sin(n%)+f05(%71) — lim, o sin(2at2)—10—2cos(z)—1

n2
danach 2x BdH.

Rechenregeln

fir x — 2o und x — £o0
lim[ef(z)] = c(lim f(z))
lim[f(z)]™ = [lim f(2)]"
lim(log, f(z)] = log,[lim f(z)]

lim ¥/ f(z) = ¥/lim f(z)

lim[af (®)] = glim £ (2}

Asymptoten
agtarz+...+anz”

Eine Funktion f(z) = joittinte
hat folgende Asymptoten:

(ana bm 7é 0)

n < m: x-Achse ist die Asymptote

n = m: die Gerade = ist die Asymptote

m

n = m+1: schiefe Asymptote (Polynomdivision ma-
chen und lim,_, 1, betrachten)
Berechnung der Asymptoten:
lim; o (f(t) — (pt+¢q)) = 0 mit Asymptote y = pt+g¢
q = limy—oo (f(t) — pt)
Die Asymptote existiert, wenn diese beiden Grenz-
werte existieren.

lim[f(z) £ g(z)] = lim f(z) £ lim g(z)



Standardgrenzwerte

x
limg_ o S22 =1 limg_.o £ 71 =1
limg, .o & =Ina limg 1 In' =1
. In(l4+x lo 1+ 1
limg_, o 20+2) _ 4 limg_, % _ 1

limgz—oo(xz™e™** =0),a >0
limgy woo(z ®Inz) =0, a >0
hmgc_,g_ 1

hmx_,o(:zf’l Inz) =0, a So
limy o4 % = 0
—00 limp—oo (1 + %)" =e®

=11

hmzHO

2.3. Folgen und Reihen

Eine Zahlenfolge ist eine Folge von Zahlen, die durch
eine implizite Formel a, = f(n) oder durch eine
rekursive Formel wie z.B. a,,+1 = 2a, bestimmt wird.

Eine Reihe ist dann eine Partialsumme einer solchen
Folge: s, := Y, _qar = ag + a1 + ... + a,. Falls
n = 0o so heisst die Folge unendliche Folge.

Falls eine Reihe eine ungewohnliche Form hat, wie
z.B. Y apz®", kann man substituieren. In diesem Bei-
spiel: z = 22 : Y apz". Oder z.B. Y apr?"t! —

VzYagz".

verschiedene Reihen

arithmetische Rethe (1)
n n(n+1
Dok =14+24.. . =202

geometrische Reihe

Yo d*=14+q+¢+..=
1
1—q

- falls | ¢ |< 1

und fir n = 0o :

harmonische Reihe

Shei g =14+3%+5+1+... ist divergent.

alternierende harmomsche Rezhe
e’} —1
Zn:l ( l)c =1-3 + 3

=In2

alternierende Reihe
S (=1)*~1ey konvergiert, wenn ¢, monoton
fallend gegen 0 und limy oo ax =0

Konvergenzkriterien fiir Folgen und Reihen

Eine Reihe heisst absolut konvergent, wenn Y 7~ o |ay|
konvergiert. Eine solche Folge konvergiert auch nor-
mal. Die Umkehrung gilt jedoch nicht.

Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer
Folge ist lim,, ., a,, =0

Die folgenden Bedingungen sind hinreichend, aber
nicht notwendig;:

. . . . a
Quotientenkriterium limg_, o |%| =q<1

Wurzelkriterium limg_ o ¥/|ar] =g < 1

Fiir ¢ = 1 versagt das Kriterium und fiir ¢ > 1 diver-
giert die Reihe.

Potenzreihen und ihr Konvergenzverhalten
P(z) = Y52y apa®

Fiir jede Potenzreihe Y - j ay2” existiert ein wohlbe-
stimmtes p, 0 < p < oo, so dass die Reihe fiir |z| < p
konvergiert (absolut) und fiir || > p divergiert.

1
B Tt

Die Darstellung einer Funktion durch eine Potenz-
reihe ist stets auf ein bestimmtes Intervall (den
Konvergenzbereich) beschrinkt.

Eine gerade Funktion (symm. zur y-Achse) enthélt
nur gerade Potenzen und eine ungerade Funktion
nur ungerade Potenzen.

Wichtige Eigenschaften der Potenzreihen:

e Eine Potenzreihe konvergiert innerhalb des Kon-
vergenzbereiches absolut.

e Eine Potenzreihe darf innerhalb ihres Konver-
genzbereiches gliedweise differenziert und inte-
griert werden (Integration ist nur dann moglich,
wenn der Integrationsbereich im Konvergenzbe-
reich liegt). Die neuen Potenzreihen besitzen da-
bei den selben Konvergenzradius wie die ur-
spriingliche Reihe.

e Zwei Potenzreihen diirfen im gemeinsamen Kon-
vergenzbereich der Reihen gliedweise addiert,
subtrahiert und miteinander multipliziert wer-
den (wie Polynomfunktionen). Die neuen Po-
tenzreihen konvergieren dann mindestens im ge-
meinsamen Konvergenzbereich der Ausgangsrei-
hen.

Binomialreihen und ihr Konvergenzverhalten

Definition des Binomialkoeffizienten: (auch fiir

aecC)

B=1 ()=

ala—1).. ((I k+1) (k > 1)

Die Binomialreihe bo(z) = Y .2, (})z" =
1+ax+a(a1)x—|— ist fir « € N ein
Polynom geméss dem binomischen Lehrsatz:
Ve € R: by(x) = (14 2)*. Fiir o € N besitzt sie den

Konvergenzradius 1 und im Intervall —1 < = < 1
gilt: Sy (2) 74 = 1+ 2)°.

2.4. Trigonometrische Funktionen

Definitionen

_1)i42i .
cost = Re(e’ ): —25007( (Q)J) =z
. - - ( I)Jt21+1 -
sint = I'm(e’ )_#_Z] o @ _%
tanp = B2 = ¥ cotp = 22



Additionstheoreme Vo € Ryg:elf® =2

sin2 o +cos?p=1 limg ot Inz = —o00, lim, oo Inz = 00

cos p = sin(p + 7/2)

sin(—p) = — sin g

cos(ﬂp) =cos

+ ) =sinacos [ £ cosasin
+ ) = cos accos 3 F sin asin 3 log(u-v) = log(u) + log(v)

hmr—>oo 1(;8’(;:6 =0
limg o4 (z*logx) = 0 wichst schwécher als jede
noch so kleine Potenz

sin(3cp) = 3sinp — 4sin® ¢ a® def. durch e**log(a)

cos(3p) = 4cos o — 3cos ¢
in2( e\ — 1—cos ¢
sm2( 30) 14208 Rechenregeln
cos?(%) = =5
tan(a + B) = % loga® = x-loga
tan(2p) = 12 ;?151, ?m-:)y) =a® azl/)
3tan an® a-b)* =a®- b"
tan(ig) = L2 (@) = aov
tan (%) = 1+cos: .
tan § = 15008 = 102 - .
3. Eindimensionale
Funktionswerte fiir einige Winkel Differentialrechnung
0 = ™ i i .
:inoz | 0 g % % 12 3.1. Grundbegriffe, Rechenregeln
V3 V2 1 fl@)=c f(x)=0
cosa | 1 } 5 3 0 Flo) = cx Fla) =
tana | 0 73 1 V3 o- f(z) =z f(z) = nan~1
fl@)=vz f(@) = 522
: : : flz) =e® f(@) = cee®
2.5. Die Exponentialfunktion H) = In |2 F(e) = L 1
expz = Y 1oy Zk—lf ist fiir alle z € C definiert. fgg _ fg“ 2 ?Eig _ ngf;?i); whoe
Fiir beliebige z,w € C gilt: (z)=a f(z) = a®® (clna)
exp(z +w) = exp(z)- exp(w), expl =: e f(z) = 2" f(x) = (1 +Inz)z®
Es gilt: (z) = sin(z) f'(x) = cos(z)
' f(z) = cos(z) f'(z) = —sin(x)
— ! _ 1
1. Die Exponentialfunktion ist auf R positiv und f(z) = tanz f/(‘r) ~ cos?(@) T = 1+ tan® (35)2
streng monton wachsend. f(z) = cotz F@) =~ = ~(1+ cot(@))
f(z) = arcsin(z) fl(z) = 117 =
2. Fir jedes k € N gilt: limy %,: = 09, f(z) = arccos(z) fl(z) = ——~2
. A/1—x2
lim; o e =0 f(z) = arctan(x) fl(z) = 1+1x2
f@) = arccot(z)  f'(x) = — 174z
Hyperbolische Funktionen f(z) = sinh(z) f'(x) = cosh(x)
f(x) = cosh(x) f(=) = Smh( )
Jede Funktion mit einem bzgl. 0 symm. Def.bereich,  f(x) = tanh(z) f'(z) = @ =1 — tanh®(z)
ldsst sich in einen geraden und einen ungeraden  f(x) = coth(x) fl(z) = — St = L — coth?(z)
Anteil zerlegen. Bei der Exponentialfunktion fithrt — f(z) = arcsinh(z) f'(x) = \/zlzﬁ
diese Zerlegung auf die hyperbolischen Funktionen  f(z) = arccosh(z) f'(z) = L
. T Vas—1
(d.h. coshz + sinhz = €%). £(z) = artanh(z)  f'(z) = 11 _
cosh(z) := em_‘_;fz f(z) = arcoth(z) fl(z) = \/1177
sinh(x) efoe” _2671 Rech |
cosh?(z) — sinh?(z) = 1 echenregein
cosh(z + y) = cosh(z)- cosh(y) + sinh(x)- sinh(y) (f+9)=f+4g
sinh(x 4+ y) = sinh(z)- cosh(y) + cosh(z)- sinh(y)
tanh( ) _ Slnh(l) _ et—e® __ 1— e~ 2% (Cf)/ = C- f/
cosh(z) = e*+e—T 14+e—22
(f-9) = f'g+ f¢g Produktregel
2.6. Logarithmusfunktion L
(5)' =1 gg}f 9 Quotientenregel
log := (exp)~! : Rsg — R der natiirliche Logarith-
mus (f(g(x))) = f'(9(x)) ¢'(x) Kettenregel



F= (i fo, f3) = = (fl. 3. 15)

Ableitung der Umkehrfunktion

Sei g = f~! und y = f(x), dann gilt:
d _ 1
@g(y) G

3.2. Der Mittelwertsatz der
Differentialrechnung

Satz von Rolle

Sei f : [a,b] — R stetig, mit f(a) = f(b) = c. Ist f
im Innern von [a,b] diff’bar, so existiert ein Punkt
¢ €la,b[ mit /() = 0, e.g. 3¢ €la, o mit f/(€) = 0

Mittelwertsatz der Diff’'rechnung

f :[a,b] — R stetig und im Inneren von [a, b] diff "bar,
dann gibt es einen Punkt £ €la, b[ mit f(b) (a) =
f(©)

3.3. Extremalstellen bestimmen

xg ist ein kritischer Punkt, wenn f'(z¢) = 0. Es gilt:
o f"(x9) >0 = f hat bei zy ein Minimum
o f"(x9) <0 = f hat bei zy ein Maximum
o f"(xz9) =0 und f® (o) # 0, dann hat f bei z

einen Wendepunkt

3.4. Taylor-Approximation
Taylorsches Approximationspolynom

Sei f : [a,b] — R geniigend oft differenzierbar. Das
n-te Taylorpolynom von f um zg:

:Zf k;(l 0)(

k=0

x —xo)F

Jao £ ()

Falls n = oo so heisst die Summe Taylor-Reihe und
ist eine Potenzreihenentwicklung der Funktion f.

Beispiel:
fla+ Aa) = f(a) + f'(a)- Aa

Qualitat der Approximation

f(x) = j2, f(x)+ R, (x), wobei R, das n-te Restglied
(Abbrechfehler) ist, fir den gilt:
Fiir ein geeignetes 7 €]xo, z[ hat R,, den Wert:

R fnt1)(T) .
() = m(x — o)
Die  Approximation ist nur moglich, falls

limy, oo Ry, = 0.

Verfahren von Newton zur Nullstellensuche

Approximative Losung von f(x)=
f(xn)
f'(zn)

Tn4+1 = Tp —

4. Mehrdimensionale
Differentialrechnung

4.1. Grundbegriffe

partielle Ableitungen

%(ﬂf, Y, Z) = fw(l', Y, Z)
Funktion nach x ableiten, y und z als Konstanten

betrachten.
Es gilt: (fz)y = (fy)z

fx = 0 auf einem ”ansténdigen” Bereich < f(z,y)
héngt nur von x ab.

f sei stetig diff’bar, dann gilt: f(z,
Ix(xo,y0) + fv (z0,y0) + o(Z — 7o) fur r— fo

&
S

Gradient V

Der Gradient ist ein Vektor, der aus den partiellen
Ableitungen 1. Ordnung einer Funktion gebildet wird
und immer senkrecht auf f (im Punkt P) bezl. der
Niveaulinie (Niveaufliche) steht:

of
_O0f 0L OF . 8| g
grad f B ayeer 3 € g? =Vf
0z

grad f(Pp) zeigt in die Richtung der max. Zuwachsra-
te von f an der Stelle Py und | grad f(P) | ist gleich
dieser max. Zuwachsrate.

Richtungsableitung

Sie ist ein Mass fiir die Anderung eines Funktions-
wertes, wenn man von P aus in Richtung 7 geht. Es
ist die Projektion vom Gradienten im Punkt P auf
die Richtung 7:

Dﬁf - T<Vf7 >
7]
Tangentialebene

Gleichung der Tangentialebene in Py(xo, Yo, 20)

T

<Vf(PO)7 Y

z

— Py =0



Verallgemeinerte Kettenregel

Sei ¢ : t — f(Z(t)), dann gilt:

d . - —/
@) = (VF(ED) 7))

Beispiel:
o(t) = fla(t),y(t)) = co
¢/(t) = fo T+ fyy =0

Leibniz-Regel

Integrale mit einem Parameter
d S o S "
& [ 1@ 0du@) = [ £@ 0du(@

B B

Integralbereich hingt von t ab
b(t)

& | flatyde = f(b(t),0)-0'(t) — flalt),t)-a'(t) +
a(t)

b(t)

[ fi(z, t)dz
a(t)

4.2. Taylorentwicklung bei Funktionen
mehrerer Variablen

Fiir eine Funktion von n Variablen bedient man
sich einer Hilfsfunktion (hier beispielsweise mit n=2)
o(t) == f(xo + tAz,yo + tAy) (0 < ¢t < 1). Damit ist
dann ¢(0) = f(zo,y0) und ¢(1) = f(xo + Az, yo +
Ay). Durch Anwendung der Taylorentwicklung fiir
n=1 erhélt man dann: ¢(1) = ¢(0)+1;¢'(0)+5;¢(0)+

o+ %QS(N) (0) + Ry. Fiir die Ableitung von ¢ be-
nutzt man die verallgemeinerte Kettenregel.

2 Variablen

3B o f(wo + Az yo + Ay) = f(zo,y0) + folz + fLAy +
M oaD2? + 2foy AxAy + fuy Ay?] + . 4 2 [(N) fon Az +
(V) fon-1,82N 1Ay + .. ] + Ry (a,y)

Die partiellen Ableitungen sind an der Stelle (zg, yo)
zu nehmen und Az = (z — z¢), Ay = (y — %o)

3 Variablen

IN vozef @0+ Az, yo+ Ay, 20+ Az) = f(w0, Y0, 20) + fe Az +
fyDy+ f282 4 [ foa D2® + fyy Ay + f22 027 + 2foy Dxly +
2feAxAz + 2fy AyAz] + ...+ RN

4.3. Extremalstellen

Berechnung der Extrema einer Funktion f auf einem
n-dimensionalen Bereich B.

1. Kritische Punkte im Innern von B
Vf(P) = 0. Diese Losungsmenge kann aber
auch Punkte vom falschen Typ und solche, die
nicht in B liegen beinhalten.

a) Jaw Joy > 0 an der Stelle (zg,yo)
fym fyy
i. fxx(zo,y0) >0 = lokales Minimum
il. fxx(zo,y0) <0 = lokales Maximum
b) Jaz Joy < 0 an der Stelle (zo,yo)
fyz fyy
= keine lokale Extremalstelle: Sattelpunkt
c) Jaw Sy | _ 0 an der Stelle (zo,yo)

= Entartung

2. Bedingt kritische Punkte auf jeder d-
dimensionalen Seitenfliche mit 0 < d < n
Seitenfliche durch Funktion ¢ ausdriicken und
mit Lagrange Extremalwerte bestimmen.

3. die Ecken von B

Extremalstellen mit Nebenbedingungen

Satz V g(Py) # 0. Sei Py eine Extremalstelle von f
auf der Fliache g(z,y,2z) = 0. Dann gibt es eine Zahl
Zusitzlich muss gelten: g(z,y,2) =0

Allgemein mit mehreren Nebenbedingungen:
f(x1,29,...,2,) und Nebenbed. g1 =0,...,9, =0
Vf = )\1Vgl 4+ ...+ /\TVgT

9120792:07"’797":0

4.4. Implizite Funktionen
Gegeben die Funktion f(x,y) = 0.
Wenn f,(zo,%0) # 0 so gibt es ein Fenster mit Zen-

trum (zo,y0) in dem gilt = — y = ¢(x), wobei
d(xg) = yo und f(z, d(xz)) = 0. Es gilt dann:

/ _ _fx(x07y())
¢ (@) = fy(zo,%0)
xT 2+2 xJx - x2
¢II($()) = [f fy f ;Syfy f fyy]

Analoges gilt auch wenn f,(zo,y0) # 0, dann gibt es
aber eine Funktion y — x = ¢(y) und die Ableitun-
gen lauten:
/ _ fy (l’o, yO)
V)= = o)

fyyfgc2 + 2fyfxyfx - fyzfaca:
12

V" (yo) = [ ]

Anwendungen auf Niveaulinien f(x,y) =c¢

Parameterdarstellung einer Niveaulinie:

Vor: grad f(FPy) # 0, dann 3 Fenster und ¢ : 2 — o(x)
in Py: grad f(Py)- (1,¢'(x¢)) = 0 falls fy (xo,v0) # 0,
sonst nach x auflésen (x = ¥ (y)).

Der Gradient steht also senkrecht zur Tangente an
die Niveaulinie.



Niveaufldche f(z,y,2) = c im Raum

P, auf Flidche
grad f(Py) L Tangentialebene.

4.5. Die Funktionalmatrix

FiR R E e = f(@)

fi

Abbildung f= [
fm

Die Jacobische Matrix oder Funktionalmatrix von f

an der Stelle p' sieht folgendermassen aus:

of1 of1
gge} %?n
of o5t Oa
Jac(f) :== (%)ﬁ = :1
Ofms 0fm
oxq ox,

Zuwachs von p:

— —

Af(p+ dZ) — f(p) = A-dE + o(|dZ|) (Matrixmulti-
plikation)
Falls m=n: Koordinatentransformation

Als Funktional- oder Jacobideterminante wird |A| be-
zeichnet

Zusammensetzungen von Abbildungen

f g
TSy >z

(Z)p = (a(g;f))P = (%;)Q' (%)p (Matrixmult.)

Existenz einer Umkehrabbildung

£ f
(any)Qo' (%)Po =1

Satz f: R" — R"

Py — f(Py) = Qo

Vor: det((%)po) #0

= d Umgebung U um Qp, wo f umkehrbar ist, d.h.
Jf~1:U — R,

4.6. Kurvenschar in der Ebene

F(x,y,¢) =0
Zu jeder Schar gehort eine Diff’gl. deren Losungen
die Kurven der Schar ist (und umgekehrt).

Kurvennormale an v in ~(¢)
(n—~(t),7(t)) =0

Orthogonale Trajektorien

Geg: F(z,y,¢) = 0. Kurve zum Parameter c: 7,
Ges: Kurve durch einen Punkt Py von einer ~., wel-
che alle 7, L schneidet: ”Orthogonale Trajektorien”.

Die orthogonalen Traj. sind die Kurven steilsten
Anstiegs.

Diff’Gl der orthogonalen Trajektorien:
y = —% — Losung —= Schar der L Traj.

Schar

Geg. — Diff’'Gl ¢y’ = f(z,y)
F(z,y,c) =0

|
ges. Schar der 1 « Diff’Gl der L-Schar
Trajektorien y = 2

flzy)

Enveloppe/Einhiillende

Eine Einhiillende € einer Schar T' ist eine Kurve
welche in jedem Punkt von einer Kurve der Schar
berithrt wird. Beriihrungspunkt = gemeinsamer
Punkt und gemeinsame Tangente.

Bestimmung von evtl. Einhiillenden

Schar: F(z,y,c) =0

Einhhiillende in Parameterdarst:

gemeinsamer Punkt: F(z(c), y(c),c) = 0 fiir alle ¢
gemeinsame Tangente: Fo(z,y,¢) =0

Aus diesen beiden Gleichungen nun den den Parame-
ter c eliminieren und man erhélt die Gleichung fiir
die Enveloppe.

Bemerkungen

e nicht jede Schar hat eine Einhiillende

e in P € ¢ hat die Diff’gl ¢/ = f(z,y) 2 Los.

5. Integralrechnung

5.1. Integralbegriff

Intervall [a, b]

limy oo Sny f(&0) Az = [° f()da

Az = L;/a

5.2. Hauptsitze
L2 (f@) + g(@))dz = [ f@)de + [ g(z)da
2. [Vef(x)de = c [ f(x)da
3. [} f@)de + [} f@)dz = [{ f(x)do
4. L [ @yt = f(g(x))- o (x)
5. [0, F(B)dt = —f(g(x))- ()

5.3. Technik des Integrals

Partielle Integration



Substitutionsmethode

F(g(x)) +c= [ f(g(x)) g'(z)dx
Beispiel:

ftan Ydx = f sg;((i)) dx

t = cos(x)

dt = —sin(z)dz — dz = — 2
= — [ 1dt = —In|cos(z)| + ¢

Oftmals auch umgekehrt:
JV1—t2dt

t = sin(x)

dt = cos(x)dx

= [cos?(z)dx

Partialbruchzerlegung

Gegeben sei eine Funktion f(z) =
und ¢(z) Polynome sind.

1. Falls deg(p(z)) > deg(g(x)), so macht man eine

Polynomdivision.
2. Nullstellen von ¢(z) bestimmen

3. Jeder Nullstelle einen Partialbruch zuordnen

Dabei multipliziert man jede NS mit dem
urspriinglichen Bruch und setzt fiir x den Wert

der NS ein.

A

(=)

a: r-fache NS — ﬁ + ...

«: einfache NS —

Ar
t @ar

a € C so behilt dieser Teil die Form %
Beispiel

1 _ A, B c
G w toat e
A= (aerl) +2) le=0 = T12

1

B = z<x+2>|l—— ~ T
C=samle-—2= =D

4. f(z) ist nun als Summe aller Partialbriiche dar-

stellbar

5. Integrale der Partialbriiche bestimmen

a) q(z) = (v —a)
fbw‘dx— A tInfbx +c[+ C
b) ¢(z) = (v —a)"
f A 1 A
(z—a)" —r+1 (z—a)r 1

¢) q¢(z) = (r —a)(z —a) = (x — §)% + 42
fB:c+cd _

c); arctan(%) +C

glnq(x) + (B8 +

Wichtige Integrale

Ja"dx
[ida =
Je*dx

fln\x|dx

f f(ﬂc)
[ sin zdw

1 —
f cos? x dz

—~
Q
(o]
@
8
&
8
I

—~
-+
&
=}
8
U
8

[

J 1_‘_12 dz
J sinh zdz
J cosh zdx
1
f cosh? z dz
J tanh zdx =
1
S 1271d:p
[ da
[ sin? zdz
J cos? zdx =
J tan? zdz
J cot? zdx
J(az + b)"dx
1
f aaH»bdx
J(azP + b)szP~ldx =
J(azP +b)~lzP~ldx =
[ log, [elds -
Sz 'Inzdr =
J cot zdx =
[ sin(az + b)dzx =
fcos az + b)dx =
| soda =
Ii xT

f C.Os’n‘z dd

sin™ xdx =
J cos™ zdz

Standard-Substitutionen

n+1
n+1 +C n#-—1

Inl|z|+ C

et +C

zln|z| —x+C
In|f(z)]
—cosx + C
sinz + C
tanx + C
—In|cosz|+C
arcsinz + C

arccosx + C

arctanx + C
coshz + C
sinhx + C
tanhz + C
Incoshz + C
arsinhz + C

arcoshx + C

artanhxz + C
1(z —sinzcosz) +
5(z +sinzcosx) +
tanz —xz + C
—cotzx —z+C
(az+b)" 11
a(n+1)

Linjaz + b +C
(an+b)b+1
1ap(8+1) +C
a—pln|axp+b| +C
z(log,, |z|
%(lnﬂ”)2 +C
In|sinz| + C
f% cos(az +b) + C
% sin(az + b) + C
In|tan §| 4+ C
In | tan(3

ismwcos” Ty 4 =2

C
C

—log,e)+C

+4m)|+C
flsin" L2 cosa + —fsm" 240
— [cos™™ 240

[ Integral [ Substitution [ Differential | Bemerkungen |
P
[ f(z, Vazr +b)dx T = ta_b dm:% t >0
[f(z,\Jaz2 + bz +o)de | 2 =at+8 de = adt wiihle o und
B so, dass
gilt az? —+
br + ¢ =
v (22 £ 1)
[ @, /1 —2?)da @ =sint dz = | -ZT<t<
cos tdt 11
2
[ £z, /1 +22)de © — sinht da — | ter
cosh tdt
[ £z, /22 — 1)da © = cosh t da — | ¢t>o0
sinh tdt
[ f(e®, sinha, cosh z)d= e =t dz = % t > 0, und
’ dabei  gilt
sinh z =
t2—1
27
cosh x =
t241
27
[ f(sinz, cos z)dx tan % =t d%dt = —% <t <
1462 q, und
dabei gilt
sin =
24
14+t2°
cos x =
1-¢2
142

5.4. Uneigentliche Integrale
f°°f )dar = limy, o fbf

Jy g(x)da = lime_o [ g(x



Grenzwert kann existieren, oder evtl. nicht!

Vergleichskriterium

Gilt |f(z)|] < g(z) fir z € [a,00] und konvergiert
[ g(z)dz, so konvergiert auch [ f(z)dx

Gilt 0 < g(z) < f(z) und divergiert [ g(x)dz, so
divergiert auch [ f(z)dx

Testfunktionen

1. x — ©

a) Nimmt f(z) fiir x — oo mindestens so rasch
ab wie -1 mit geeignetem a > 1, dass

T

heisst: Gilt fiir ein C und ein o > 1 die
Abschétzung

|f(z)] < 5% (x> x0)

so ist das uneigentliche Integral [ f(z)dx
(absolut) konvergent.

b) Ist jedoch fiir ein geeignetes C' > 0 durch-
wegs f(z) > € (z > ) so ist das Integral
[ f(x)dz divergent

2. ¢ — 0+

a) Geht g(x) fiir + — 0+ hochstens so rasch
gegen oo wie # mit einem geeigneten [ <
1, das heisst: Gilt fiir ein C und ein g < 1
die Abschétzung

C
0<g(@) < — (0<z <)

so ist das uneigentliche Integral fob g(x)dx
konvergent.

b) Ist jedoch fiir ein geeignetes C' > 0 durch-
wegs

so ist das Integral féy g(x)dz divergent

Summenkonvergenzen

f;: f(x)dz konvergiert/divergiert < -7 f(k) kon-
vergiert/divergiert.

Polstellen

f Pol in b f: f(x)dz
lime—, [ f(z)dx existiert.

konvergiert, falls

Gamma-Funktion

L(a) =[Sz e ®dx
Pla+1)=aT(a)

I(1)=1,02)=1,...,0(n+1) = nl

5.5. Bogenlange einer ebenen Kurve
e von y = f(z) in [a, b]
L) = [, VT+ (F/(@)da
e von z = z(t),y = y(¢) in [a,b]

L(y) = [, V@7 + ()t

Beispiel

Bestimme eine Funktion f so, dass die Kurve ~(t) =
(t, f(t)) durch (0,1) verlduft und ihre Lénge L zw.
(0,1) und (x,y) gegeben ist durch L = 2e” — y.

L(y) = [y V1+ [/(t)%dt = 2¢* — f(1)

VI+ ()2 = 2~ f'(1)
L+ f1(1) = 4e* —de' f'(t) + f'(t)?
det f'(t) = de2t—1
, _ 4e?t —1 R SR
f (t) = det = —16 +e
) = et -7

5.6. Mehrfache Integrale

Ist ein Bereich gegeben durch
B={(z,y)la <z <b,¢(x) <y <i(x)}, so gilt:

Lfmwwmwzliﬁfﬁww@Mm

Schwerpunkt eines Kérpers

Lo JpxdV, [5ydV, [ zdV
s TV

Wobei iiber den ganzen Korper B integriert wird.

Tragheitsmoment ©
0 := [, a*du(z,y, 2)

Wobei iiber den Korper integriert wird und a dem
Abstand von der Rotationsachse entspricht.

5.7. Transformationsformel fiir
mehrdimensionale Integrale

Funktionen einer Variable

b
J f(z)dx Substitution z = ¢(t), a =

8
o(b) = [ f(o(t)¢' (t)dt

Funktionen von 2 Variablen

Koordinatentransformation: = = x(u,v); y = y(u, v)

[f fz,y)du(z,y) =
B



J flau )y, v)- |det(5E4) - du(u, v)

Diese Determinate wird als Jaccobische Det. der
Transformation bez.

Fiir 3 und mehr Variablen wird analog vorgegangen.

wichtige Korrekturfaktoren

e Polarkoordinaten
T =rcosp, y=rsinp, du — rdrdy

e Kugelkoordinaten
dp — % cos Vdrdddy

e Zylinderkoordinaten
dp — rdrdedz

5.8. Integrale iiber Fliche S
Flicheninhalt w(S) der Fliche
S: B—R3 (u,v)— r(u,v)
ist folgendermassen festgesetzt:
w(S) ::/ [7e, X ry|dp(u, v)
B

Der unter dem Integralzeichen erscheindene Aus-
druck

dw = |ry X ryldp(u, v)

wird als (skalares) Oberflichenelement bezeichnet.

Beispiel B parametrisiert durch:

T Rcosvcosp

y | =T(p,¥) = | Rcosdsing

z Rsind
Mit dieser Parametrisierung ist das vektorielle
Flichenelement:
wz%x%ww

—Rcos¥sing —Rsindcos ¢
= Rcosvcos p X —Rsindsing | dedd
0 Rcos?

R? cos? 9 cos
= | R2%cos?¥sine
RZ%sin” ¥ cos ¢

dpd?d

Funktion auf S integrieren

1. Funktion in R3 definiert: f = f(z,v, 2)
éffdw = éff(x(u,v)7y(u7v),z(u,v))\ﬁ} X

7o |dudv

2. Funktion auf R? f = f(u,v)
Jf fdw = [[ f(u,v)|ry x 75|dudv

S B

6. Differentialgleichungen
6.1. Differentialgleichungen |

homogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Gesucht y(x) so dass

™ a1y V4 tay 4ay=0 (2)

Satz

e Sind y1,y2 Losungen von (2), so auch y; + yo
und a-y; (@ € R)

e Es gibt genau n linear unabhénigige Losungen
Y0, - - -y Yn—1 und die allg. Losung ist y = coyo +
ClY1 + ...+ Cn—1Yn—1

Ansatz fir (2): y(z) = e ®

Y (z) =N Ly (z) = Ane®

(2)— AmeM + L+ agAe™ + qper® =0
— M\ .+ a A+ ap] =0

chp()\): charakteristisches Polynom

Falls A; eine Nullstelle von chp()) ist und gilt:

e )\, ist einfache Nullstelle
so ist eM?® eine linear unabhingige Losung von

(2)-

e \; ist m-fache Nullstelle
SO sind die
6/\it, t e)wt’ t2’ €Ait, L ’tmfl. e)\it

Funktionen
linear  un-
abhéngige Losungen von (2).

e )\; ist komplexe Nullstelle
wenn also \; = u; + iv;, v; # 0 bzw. die Losung
z(x) = eN® so bilden Re(z) und Im(z) zwei
reelle unabhéngige Losungen von (2).
Re(z) = eti® cos(v;x)
Im(z) = e*®sin(y;x)

Inhomogene DGL mit konstanten Koeffizienten

Y™ a1y ™Y 4 b ay Fagy = K(t) (3)
Satz Sei ypqere(t) eine spezielle Losung von (3) und
sei y(t) = c1y1 + - .. + cpyn die allg. Losung der ho-
mogenen Gleichung. Dann ist

Y = Ypart +ciyr+ ...+ Cln
die allg. Loésung der inhomogenen Gleichung (3).

Suche von partikuldren Lésungen

Wenn K(t) := t"eM bzw. allgemeiner K(t) :=
q(t)e*t mit einem Polynom ¢(t) vom Grad r und \g
m-facher Nullstelle von chp(\), so erhilt man die par-
tikuldre Losung durch den Ansatz:

ypart(:c) = (AO + Alt + ...+ Artr)tm(?)\ot

10



mit unbestimmten Koeffizienten Aj. Danach alle in
(3) vorkommenden Ableitungen ausrechnen und in
(3) einsetzen und Ay durch Koeffizientenvergleich
bestimmen.

mdogliche Ansdtze

K(t) Bedingung Ansatz fiir ypart (t)
I 0ZL Ao+ + AL
tr 0 € L, m-fach Aot™ + ...+ AptmTT
bo + .. Fbrt” 0L Ao ¥ At + ... + A0
erot AZL Aelo?
erot A € L, m-fach at™e>ot
cos(wt), sin(wt) +iw ¢ L A cos(wt) + B sin(wt)
cos(wt),sin(wt) | +iw € L,1-fach | t(A cos(wt) + Bsin(wt))
tZe 1 —1 QL (A(] +A1t+A2t2)e_t

Beispiel Bestimme allgem. Losung der DGL

¥ () + 3y () + 2y(x) = cosz

1. Homogene Losung: y(z) = cie™® + coe™2*

2. Inhomogene Losung:
Ansatz (nach Tabelle):

= acosx+bsinx
y =

1

y =

'~

—asinx + bcosx

—acosx — bsinx

y'+3y'+2y = (a+3b) cos x+(b—3a) sinz = cos x

— 1 3y _ 3
=a=15b=1

Allgem. Los der DGL:
y(x) — Clefa: + 6267293 —+ Tlo cosx + % sin x
Eulersche Differentialgleichungen

Gesucht y = y(r) so dass

bn— _ b
y(")+71y(" 1)+...+T—2:0 (4)

Koeffizienten sind hier also nicht konstant. Auch hier
gibt es einen Ansatz:

y(r) =r"
y'(r) = ar®™!, yF) = afla—1)...-(a—k+1)ro*
Das Indexpolynom lautet dann:
inpla) =a...(a—n+1)+...+aby +by=0
Falls «; eine Nullstelle von inp(«) ist und gilt:

e «y ist einfache Nullstelle
so ist r® eine linear unabhéingige Losung von

(4).

e «; ist m-fache reelle Nullstelle
SO sind die
ro% r%.dnr,. .., r%. (Inr)m=!
abhéngige Losungen von (4).

Funktionen

linear un-

e «; ist einfach komplex konjugierte Nullstelle
wenn also a; = pu; +iv;, v; # 0 so ersetze r&i, r&i
durch r#i cos(v;Inr) und r#i sin(v; Inr) welche
zwei reelle unabhiingige Losungen von (4) sind.

11

e mehrfache komplex konjugierte Nullstelle
so sind die rellen Losugen der komplex konjugier-
ten Nullstelle multipliziert mit (Inr)* ebenfalls
unabhiingige Losugen von (4).

Falls das Indexpolynom m-fache NS hat, dann gibt
es folgende Losungen:
rot (Inr)-ro ... (Iny)m lro

Falls o komplex (r2+):
Ersetze r®,r® durch r®cos(blnr) und r®sin(bInr)

inhomogene DGL mit variablen Koeffizienten

Y +po(t)y + p1(t)y = q(t) (5)

wobei ¢(t) beliebig ist.

Annahme: die allgemeine Losung der homogenen
Gleichung sei bekannt, z.B. pg, p; konst. oder Euler-
sche DGL.

Ziel: daraus eine spezielle Losung der inhomogenen
Gleichung finden.

Ansatz:

Yo(t) = c1(t)y1(t) + ca(t)y2()

mit yq,y2 lin. unabh. Losungen der homogenen Glei-
chung von (5)

Yo = C1Y1 + C2y2

Yo = 1y + cayh + y1 + chy2
—_——
1. Bed =0
Yo = c1yi + cayh + chyr + oy

Diese Gleichung kann man wieder in die DGL einset-
zen. Durch ausklammern von ¢y, co erhédlt man dann
die 2.Bedingung.

Ayl + chyh = q(t) 2. Bedingung

Mit diesen beiden Bedingungnen hat man ein Glei-
chungssystem aus dem man die unbekannten Funk-
tionen bestimmen kann.

6.2. Anwendungen der [-Rechnung auf
Diff’ Gl
Variation der Konstante

Y =p(z)y+q(x) (6)

1. homogene Losung von (6) finden
Ynom () = CeP@) wobei P(z) die Stammfunkti-
on von p(z)

2. inhomogene Losung von (6) finden
Dafiir benutzt man den Ansatz:

Yinhom (ZL’) - C(I) yhom(x)



Man setzt also die homogene Losung als ” Kon-
stante” einer unbekannten Funktion.
So erhilt man schliesslich nach einsetzen in (6)

() Ynom (z) = q(2)

3. Die Allgemeine Losung lautet dann
y(!L‘) = Yhom T+ Yinhom

Separtion (Trennung der Variablen)

Eine DGL 1. Ordnung der Form Z—Z = g(z)- k(y) ldsst
sich folgendermassen losen:

1. Trennung der beiden Variablen

k(y)

dy _ dy

T = dz- g(x)

g(x) k(y)

=

2. Integration auf beiden Seiten der Gleichung

/ dz- g(x)

Ay
k(y)

3. nach y auflésen

Substitution

DGL 1.0rdnung kénnen teilweise durch geschickte
Substitution auf seperierbare zuriickgefiihrt, danach
kann man die neu erhaltene DGL fiir u lésen und
riicksubstituieren:

a(2)

[
e Yy = Z
u =

oy =V(r+y+c)

u=zx+y = y=u—zxz=>y =u—-1=U(u)
Danach 16se fl—“; =u'=Yu)+1= # =dx
dy 21:3+y3

Beispiel Lose 2 Tt
y
Setze u:= 2. = y(z) =u(z)z =y =vr+u

;oo 22 1y
4 3y 3%
2 ly
/ — —ay =z
ur+u = 31} 32
ur = 2(1)72—11)

3

So ist v = 1 und damit y = = eine konstante Losung
und fiir nicht konstantes v rechnet man mit Sepera-
tion der Variablen weiter:

30’

v=2—v

x

7. Vektoranalysis

7.1. Einfiihrung

Skalarfeld

Ein Skalarfeld ordnet jedem Punkt im Raum ein Ska-
lar zu (z.B. eine Temperaturverteilung). ¢ : R" —
R

Vektorfeld

Ein Vektorfeld ordnet jedem Punkt im Raum

eindeutig einen Vektor zu (z.B. Feldlinien oder
Geschwindigkeit einer Fliissigkeit).

o Coulombfeld

L. C. -

Tl Q

e Gradientenfelder Geg: [ : f(x,y,2)

—

K=grad f =

Die Feldvektoren stehen iiberall senkrecht auf
den Niveauflichen von f.

e Hagen-Poiseuille Stromung
Modell fiir eine zdhe Fliissigkeit in einer Leitung
vom Radius R

7= (0,0,c¢(R* — (2% + 1))

Feldlinien

Es sei ¥ ein Vektorfeld. Eine Kurve v deren Tangente
in jedem Punkt zum dort angehefteten Feldvektor
parallel ist, heisst eine Feldlinie von v. Die Feldlinien
eines Gradientenfeldes V f sind die Orthogonaltra-
jektorien der Niveaulinien (Niveaufldchen).

Bestimmung der Feldlinien

e in R3
Die Feldlinien « eines Vektorfelds ¢ besitzen eine
Parameterdarstellung

(7)

Wir verlangen dabei, dass der Geschwindigkeits-
vektor Z(t) jederzeit gleich dem Feldvektor an
der Stelle Z(t) ist, in Formeln:

#(t) = 5(@(1))

Diese Identitét ldsst sich folgendermassen inter-
pretieren: Die Funktion (7) ist Losung der Dif-
ferentialgleichung

v t — Z(t)

& =v(x)

12



Oder in Koordinaten ausgeschrieben: ) xdt . P
7dt ydt |, neue Schreibweise: K = | @
.I.l ’Ul(l’l,,IQ,x:}) Zdt R
Ty = va(wr, @2, 73) A = fK di = [(Pdz + Qdy + Rdz) =
T3 = wv3(z1,T2,73) , g
P(xz(t), (t)+R(...)- 2(b)]dt
 obenes Vektorold [P0, (1), 2(0)- H04Q(.)-D(E-+R(...)-2(0)

Die Feldlinien eines ebenen Vektorfeldes v =
(P, Q) lassen sich schon mit Hilfe einer einzigen
Differentialgleichung bestimmen

r_ Q(:c, y)
P(z,y)
Divergenz
P
i=| Q |, divi=P,+Qy+R. 1
R

Wird anschaulich, wenn man sich eine strémende
Fliissigkeit vorstellt mit dem Geschwindigkeitsvektor
¥. Es gilt dann:

e div v > 0: in dV gibt es eine Quelle

e div v < 0:in dV gibt es eine Senke

Fiir ein Vektorfeld K =

(P, Q) und eine Kurve
(x(t), (1))

o t— Z(t) =

in der Ebene gilt analog

b
[ Rdz= [ Py O+, sy ©)i

Vorgehen zur Berechnung:

.InK (x,y, z) die Koordinaten durch die parame-

terabhéngigen Koordinaten der Raumkurve er-
setzen.

Den Ortsvektor 7(t) nach t differenzieren = 7

Das Skalarprodukt K- bilden und dann wie ge-
wohnt nach t integrieren.

3xy
e divv=0:in dV ist das Feld quellenfrei Beispiel K(z,y,2) = IOSZ )
x
Rotation rot v =V x ¢ t2+1
und v : t — 212 fir t € [1,2]
in RQZ t3
S P -
U= Q) rotv:(QX—Py) 2(t) 241
()= v 2t?

in R3: 2(t) t3

P Ry —Qz 2t

= Q |, rotv=| Pz—Rx ¥ (t) = 4t

R Qx — Py 3t?
Wird anschaulich, wenn man sich die Wasser- . 3z(t)y(t) 3(t* + 12)' 2t°
stromung in einem Kanal vorstellt. Das Vektorfeld K(y(@) = —5z(1) = _25t
ist wirbelfrei, wenn rot v = 0. 102(t) 10(t* +1)
Es gilt: . 3(t% +1)-2t2 2t
rotV f = 0 K(y(t)-+'(t) = _25t3 = 4t2
divrot K =0 . 10(t* +1) 3t
div(f-K) =V[f-K + f-divK = 1262 + 1263 — 20t* 4 30t* + 3012

div(K x L) = L-rotK — K-rotL
div(f-rotK) =V f-rotK

Linienintegrale

Arbeit = Kraft- Weg L
v Kurve in R?, Kraftfeld K = K (x,v, 2)
Ges: Arbeit von K lidngs v von P nach Q.

Parameterdarst. t — 7(t)
— —
#(a) = OP, #(b) = 0
b .
= A= [E((t),y(t), 2(t))- #(t)dt ”f
“ Y1t+72
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)dt

/1 R((t))-+(¢

2
= / (12¢° + 12¢% + 10t* + 30t%)dt
1

Kalkiil mit Wegen
Ik Kdr = — der

KdF = der+fI?dF

71 Y2



konservative Felder/ Potential

Definition Ein Vektorfeld K heisst konservativ in

einem Bereich B, falls VP, Q € B,V Kuryen Y1, Y2 mit

P=Anfanspunkt, Q=Endpunkt gilt [ KdF = [ Kdr.
71 Y2

” Arbeit ist unabhéngig vom Weg.”

Satz Gradientenfelder sind konservativ. Wenn
K= grad f, dann gilt fiir alle von p'nach ¢ laufenden
Kurven 7: [ KdF = £({) — f(p) (Potentialdifferenz).
f wird in diesem Fall als Potential des Feldes
K bezeichnet. Ein Gradientenfeld wird auch als
Potentialfeld bezeichnet.

Satz Sei K konservativ in einem zusammenhdngen-
dem Bereich. Dann ist K ein Potentialfeld.

zusammenhdngend VP,Q € B,3y: P — @

Potential existiert, falls das Vektorfeld K wirbelfrei
ist, d.h. rotK = 0. Falls K wirbelfrei, hingt das
Linienintegral nicht vom Weg nach (x,y, z) ab.

Bestimmung eines Potentials fiir Vektorfeld K
1. Testen ob gilt rotK =0
2. Bestimmen des Potentials via 2 Varianten:

a) Komponentenweises aufleiten
Komponenten des VF aufleiten und gleich-
setzen

b) Linienintegral berechen

P —
f(p) = K-d¥
Py
Man wahlt beliebigen Weg von Py nach P,
z.B.
xt
"/.tr—><yt>, €10,1]

von Py := (0,0) nach P = (z,
tential f ergibt sich damit als:

fay) = / R(y(t))-/(t)dt

7.2. Die Formel von Green fiir ebene
Vektorfelder

Ebenes Vektorfeld: v = (P(x,y), Q(z,v))

y). Das Po-

B Bereich in der Ebene mit Rand 0B, Rand so
orientiert, dass B links liegt.

Satz von Green

/UdF: /(de + Qdy) = //(Qm — Py)du(z,y)
0B oB B

Ein Linienintegral iiber einen Rand wird in ein Inte-
gral iiber eine Fliche umgewandelt.

Andwendung auf Fldchenberechnungen

Spezialfille der Greenschen Formel:

e P=0,Q=u2,Q,—P,=1
// 1du(x,y):/ zdy
B oB
.P:_y7 _0 Qx_ :1

J[ sty == [ zay

Somit ergeben sich 3 Formeln fiir den Flidcheninhalt
w(B) von B:

Jop @dy
= Jopydz
5 faB xdy — ydx)

w(B) =

Diese Formeln sind bequem, wenn B durch Parame-
terdarstellung und nicht durch Ungleichungen gege-
ben ist.

Anwendung auf Potentialfelder

Ein Vektorfeld K = (P, Q) auf einem einfach zusam-
menhiingenden Gebiet  C R¥ ist genau dann ein
Potentialfeld V f, wenn gilt:

Py:Q:p

Es gibt dann eine Funktion, deren Gradient gerade
K ist. Das entspricht auch gerade der Bedingung,
dass das Feld wirbelfrei ist (also rot K = 0) und fiir
den Raum ist dann ein Vektorfeld ein Potentialfeld,
wenn rot K = 0.

Definition 2 einfach zusammenhdingend falls jede
geschlossene Kurve in  sich auf einen Punkt in 2
zusammenziehen lésst.

Beispiel VF V  definiert
(f(@)zy, f(2)z)

Bestimme f so, dass V ein Gradientenfeld ist:

durch V(z,y) =

0 0

gy @) = g (@)
f@e = (f@))
f@) = =

Potential davon:
V = (e*y,e")

/ewydx =
/e”dy =

= Potentialp = ye* + ¢

ey + f(y)

ey +g(x)



Begriff des Flusses in R?

Gegeben sei ¥ = (P, Q) ein Geschwindigkeitsfeld und
Kurve v (in Parameterdarstellung und offen oder ge-
schlossen)

Gesucht sei der Fluss ¢ von ¢’ durch v pro Zeiteinheit?

b= / (P — i)t = / /B (Qu — P,)dp(x, )

Fiir v = OB: geschlossene Kurve, Rand eines Berei-
ches B (Fldche muss wieder links von der Kurve lie-
gen). Fluss durch Rand nach aussen:

6= /(17. 7)ds = // div Gdu(x, y)
B B

Gaussche Formel in R?
fiir 7 = ((): divi = Px + Qy

Der Fluss von @ iiber B nach aussen ist gleich dem
Integral der Divergenz div ¥ iiber das Innere von B.

7.3. Der Satz von Gauss (in R?)

Gaussscher Integralsatz im Raum: Das Oberflachen-
integral eines Vektorfeldes ¥ iiber eine geschlossene
Flache 0K ist gleich dem Volumenintegral der
Divergenz von ¥, erstreckt iiber das von der Fliche
von JK eingeschlossene Volumen K:

o= [[ o= [[ i) = [[f awar
0K oK K

Wobei 77 die Normale nach aussen ist.

Praktisch:
Parameterdarstellung der Fléche:

(u,v) — 7(u,v)
und somit gilt:

dd = 7y, X rydudv

Hagen-Poiseuille Strémung

Fluss durch Scheibe L Leitung (Radius R)
7= (0,0,¢(R* —r?)), i=(0,0,1)

Parameterdarstellung
T 7 COS
y = rsingp
z = 0
dw = rdrdy

Somit ist der Fluss gleich

o= // c(R?* — r?)dw = gcR4
K

Kontinuitdtsgleichung der Hydrodynamik

Gegeben eine Stromung wobei die Dichte folgende
Form hat:

p:p(x7y7z7t)

und ein Breich K der fest sei.

Die Masse von K zur Zeit t ist gleich:

M(t) = /K/ | o

und der momentane Zuwachs ist gleich:

M'(t) = ///ptdu

Die Kontinuitdtsgleichung sieht dann wie folgt aus:

pt + div(p?) =0

Warmeleitungsgleichung

Gegeben sei eine zeitabhingige Temperaturverteilung
u(x,y, z,t) im Raum und K ein Bereich darin.
Gesucht ist der Wéarmefluss durch 0K Die Wérme-
leitungsgleichung lautet wie folgt:

cpur — kAu =0

c: Warmekapazitét, p: Dichte, k Phys. Grosse
Au:=uxx +uyy +uzz (Laplace Operator)

7.4. Satz von Stokes

S Fliache im Raum mit Rand 0S. S orientiert, Nor-
male 7 auf S nach Korkzieherregel kompatibel mit
Orientierung auf S.

74 Kdr = / / (rot K)fidw
oS S

fiir eine ebene Fliche gilt:
| Kdr = [[(Qx — Py)dp (Formel von Green)
s s

Physikalische Interpretation

Scheibe mit Radius € und Normale 77
Die ”Zirkulation” oder Arbeit ist dann:

/ odr = // (rot ¥-it)dpu = (rot - ii)me?

OK (7i,€) K (7€)
Falls Wirbel vorhanden, dann ist [ 0-di # 0

OK (7i,€)
¥ heisst wirbelfrei falls rot 7 =0

15



Integrabilitatsbedingungen
Aus rot v = 0 folgt, dass ¥ = grad f in einem Be-
reich R3, falls B zusammenhéngend und einfach zu-
sammenhéngend ist. Es gilt also:

rot =0« 0=grad f

f(P) = / di

v:Po—P

A. Stereometrie

A.1l. Kreiszylinder

S = 2xr(r+h))
V = ar?h

A.2. Gerader Kreiskegel

S = ar(r+s))

V = Zr?h
A.3. Kugel

S = 4mr?

Vo= dmps

3
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