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1. Lineare Gleichungssysteme -
Gauss-Elimination

Ein lineares Gleichungssystem heisst homogen, falls
die rechte Seite aus Nullen besteht. Andernfalls heisst
es inhomogen. Die Lösung x1 = x2 = . . . = xn = 0
eines Systems heisst triviale Lösung.

n: Anzahl Unbekannter, m: Anzahl Gleichungen, r:
Zahl bei der Gaussalgorithmus abbricht = Rang des
Systems

Ein homogenes Gleichungssystem hat genau dann
nichttriviale Lösungen, wenn r < n ist. Dann gibt es
eine (n-r)-parametrige Lösungsschar.
Insbesondere hat ein homogenes System mit m < n,
d.h mit mehr Unbekannten als Gleichungen, stets
eine mindestens (n-m)-parametrige Schar nichttri-
vialer Lösungen.

Falls r:=Rang A=n, dann ist A regulär, falls
r:=Rang A < n, dann ist A singulär.

2. Matrizen und Vektoren in Rn

und Cn

2.1. Das Rechnen mit Matrizen und
Vektoren

Eine m × n- Matrix A kann mit einer n × p- Matrix
B multipliziert werden.
Das Element (AB)ij in der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte von AB bekommt man also, indem man die
i-te Zeile der Matrix A mit der j-ten Kolonne der
Matrix B multipliziert, wobei man die Zeile als
Zeilenvektor auffasst und die Kolonne als Kolonnen-
vektor.

Ist A eine m× n- Matrix und B=( b1 b2 . . . bp) eine
n× p- Matrix, so gilt:
AB = (Ab1 Ab2 . . .Abp)

Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann
eine Lösung, wenn b eine Linearkombination der
Kolonnen von A ist.

2.2. Die Transponierte einer Matrix;
symmetrische und Hermitesche
Matrizen

Definition:
Ist A eine m×n- Matrix, so heisst die n×m- Matrix
AT mit (AT )ij := (A)ji die zu A transponierte
Matrix.
Ist A eine komplexe Matrix, so ist A mit
(A)ij := (A)ij die zu A konjugiert-komplexe Matrix,
und AH := (A)T = AT ist die zu A konjugiert-
transponierte oder Hermitesch-transponierte Matrix.

Beispiel:

A=
(

1 2 3 4
5 6 7 8

)

AT =


1 5
2 6
3 7
4 8


Eine Matrix A heisst symmetrisch, falls AT = A,
eine Matrix heisst Hermitesch, falls AH = A

Für das Transponieren (auch für AH) gelten folgende
Rechenregeln:
(AT )T = A
(αA)T = αAT

(A + B)T = AT + BT

(AB)T = BT AT

Für beliebige quadratische Matrizen gilt:
A,B symmetrisch, AB=BA → AB symmetrisch
A,B Hermitesch, AB=BA → AB Hermitesch
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Für beliebige Matrizen gilt:
AT A und AAT sind symmetrisch
AHA und AAH sind Hermitesch

2.3. Das Skalarprodukt und die Norm
von Vektoren; Längen und Winkel

Definition:
Das (Euklidische) Skalarprodukt oder innere
Produkt zweier Vektoren x, y ∈ En ist die Zahl
〈x, y〉 definiert durch:
〈x, y〉 := xHy =

∑n
k=1 xkyk

Die Länge oder 2-Norm oder Euklidische Norm
eines Vektors x ∈ En ist die nichtnegative reelle Zahl
‖x‖ definiert durch ‖x‖ :=

√
〉x, x〈

Es gilt die Schwarzsche Ungleichung:
|〉x, y〈| ≤ ‖x‖ ‖y‖

cos φ = Re〈x,y〉
‖x‖ ‖y‖

2.4. Das äussere Produkt und die
orthogonale Projektion auf eine
Gerade

Das dyadische Produkt oder äussere Produkt
eines m-Vektors x und eines n-Vektors y ist die
m× n-Matrix xyH .

Die orthogonale Projektion Pyx des n-Vektors x
auf die durch die Vielfachen von y (6= o) erzeugte
Gerade durch den Ursprung ist gegeben durch
Pyx := 1

‖y‖2 yyHx

2.5. Die Inverse einer Matrix

Eine n× n Matrix A heisst invertierbar, falls es eine
n × n-Matrix X gibt, so dass AX = In = XA ist.
Die Matrix X heisst Inverse von A und wird mit A−1

bezeichnet: AA−1 = In = A−1A.
Falls A regulär ist, dann ist A auch invertierbar.

Ist A regulär, so hat das Gleichungssystem Ax=b
für jede rechte Seite b eine eindeutige Lösung, und
zwar ist x = A−1b

2.6. Orthogonale und unitäre Matrizen

Eine n×n- Matrix A heisst unitär, falls AHA = In.
Eine reelle unitäre Matrix heisst auch orthogonal;
für sie gilt AT A = In.

Sind A und B unitäre n× n-Matrizen, so gilt:
- A ist regulär und A−1 = AH

- AAH = In

- A−1 ist unitär - AB ist unitär

Householder-Matrizen
Spezielle Klasse orthogonaler Matrizen. Sie beschrei-
ben die Spiegelung an einer Hyperebene, d.h. einer
Geraden, falls n=2, und an einer Ebene, wenn n=3.
Es sei u eine reeller Kolonnenvektor der Länge 1,
d.h. uT u = 1. Dann ist das äussere Produkt uuT ja
die n × n-Matrix. Die zu u gehörende Householder-
Matrix ist
Qu := I − 2uuT

Sie lässt sich durch die Projektion auf die Richtung
u ausdrücken (wobei jetzt u reell und ‖u‖ = 1 ist):

Qu = I − 2Pu, wo Pu = uuT

Pu und damit auch Qu symmetrisch.

Die durch eine orthogonale oder unitäre n×n Matrix
A definierte Abbildung ist längen und winkeltreu.

3. Die LR-Zerlegung

3.1. Die Gauss-Elimination als
LR-Zerlegung

A = LR

Durch die Gauss-Elimination wird also die Koef-
fizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystem
implizit in ein Produkt einer Linksdreiecksmatrix L
und einer Rechtsdreiecksmatrix R zerlegt. Man nennt
deshalb diesen Hauptteil der Gauss-Elimination auch
LR-Zerlegung.
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Zeilenweise, direkte LR-Zerlegung, regulärer
Fall
Zur LR-Zerlegung einer regulären Matrix A berechne
man für i=1,...,n, mit lii := 1,
lik := (aik −

∑k−1
j=1 lijrjk) 1

rkk
(k = 1, . . . , i− 1),

rik := (aik −
∑i−1

j=1 lijrjk) 1
lii

(k = i, . . . , n).

Danach:
- Vorwärtseinsetzen: Lc=b auflösen nach c.
- Rückwärtseinsetzen: Rx=c auflösen nach x.

3.2. Die Cholesky-Zerlegung

A = R̃HR̃

Eine reelle n × n Matrix, heisst positiv definit,
wenn:
xHAx > 0 x ∈ Rn

Zeilenweise, direkte Cholesky-Zerlegung:
Zur Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten reell
symmetrischen oder Hermitschen n × n Matrix A
berechne man für i=1,...,n:

r̃ii :=
√

aii −
∑i−1

j=1 |r̃ji|2,
r̃ik := (aik −

∑i−1
j=1 r̃jir̃jk) 1erii

(k = i + 1, . . . , n).
Dabei sind die Summen leer, wenn i=1 ist. Im letzten
Schritt mit i=n entfällt die zweite Formel.
Danach:
- Vorwärtseinsetzen: R̃Hc = b auflösen nach c.
- Rückwärtseinsetzen: R̃x = c auflösen nach x.

4. Vektorräume

4.1. Definition

Ein Vektorraum V über E ist eine nichtleere Menge
auf der eine Addition
x, y ∈ V 7→ x + y ∈ V
und eine skalare Multiplikation
α ∈ E, x ∈ V 7→ αx ∈ V
definiert sind, wobei folgende Grundregeln gelten:

(V1) x + y = y + x

(V2) (x + y) + z = x + (y + z)

(V3) es gibt eine ausgezeichnetes Element o ∈ V mit
x + o = x

(V4) zu jedem x ∈ V gibt es ein eindeutig bestimm-
tes −x ∈ V mit x + (−x) = o

(V5) α(x + y) = αx + αy

(V6) (α + β)x = αx + βx

(V7) (αβ)x = α(βx)

(V8) 1x = x

4.2. Unterräume, Erzeugendensysteme

Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V
heisst Unterraum, falls sie bezüglich Addition und
skalarer Multiplikation abgeschlossen ist.

Ein Unterraum ist selbst ein Vektorraum.

Es sei V ein Vektorraum über E, und es seien
a1, . . . , an ∈ V ausgewählte Vektoren. Ein Vektor
der Form x := α1a1 + . . . + αnan =

∑n
k=1 αkak mit

α1, . . . , αn ∈ E heisst eine Linearkombination von
α1, . . . , an.

Die Menge aller Linearkombinationen von a1, . . . , an

heisst der von a1, . . . , an aufgespannte/erzeugte
Unterraum. Er wird bezeichnet mit span{a1, . . . , an}

4.3. Lineare Abhängigkeit, Basen,
Dimension

Die n ≥ 2 Vektoren a1, . . . , an sind linear abhängig
genau dann, wenn sich einer dieser Vektoren als
Linearkombination der andern schreiben lässt.

Ein linear unabhängiges Erzeugendensystem eines
Vektorraums V heisst Basis von V.

b1, . . . , bm ⊂ V ist genau dann eine Basis von V,
wenn sich jeder Vektor x ∈ V in eindeutiger Weise
als Linearkombination von b1, . . . , bm darstellen
lässt. x =

∑m
k=1 ξkbk

Testen auf lin. Abhängigkeit: αv1 + βv2 + γv3 = 0

4.4. Basiswechsel,
Koordinatentransformation

Es sei b1, . . . , bn eine vorgegebene, alte Ba-
sis des Vektorraumes V, und es sei b′1, . . . , b

′
n

eine zweite, neue Basis von V. Die neuen
Basisvektoren kann man in der alten Basis
darstellen:b′k =

∑n
i=1 τikbi (k = 1, . . . , n)

Die n × n-Matrix T = (τik) heisst Transformations-
matrix des Basiswechsels.
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ξ

T−1

→
←
T

ξ′

Es sei ξ = (ξ1 . . . ξn)T der Koordinatenvektor eines
beliebigen Vektors x ∈ V bezüglich der alten Bais,
und es sei ξ′ = (ξ′1 . . . ξ′n)T der Koordinatenvektor
dieses Vektors x bezüglich einer neuen, gegebenen Ba-
sis, so dass∑n

k=1 ξkbk = x =
∑n

k=1 ξ′kb′k
Dann gilt für die Koordinatentransformation: ξi =∑n

k=1 τikξ′k (i = 1, . . . , n)
d.h. es ist ξ = Tξ′

wobei die Transformationsmatrix T regulär ist, so
dass also
ξ′ = T−1ξ

5. Lineare Abbildungen

5.1. Definition, Matrixdarstellung

Eine Abbildung F : X → Y, x 7→ Fx zwischen zwei
Vektorräumen X und Y (über E heisst linear, wenn
für alle x, x̃ ∈ X und alle γ ∈ E gilt
F (x + x̃) = Fx + F (x̃), F (γx) = γ(Fx)
X ist der Definitionsraum, Y der Bildraum der Ab-
bildung.
Wir betrachten nun eine beliebige lineare Abbildung
F eines n-dimensionalen Vektorraums X in einen
m-dimensionalen Vektorraum Y. Es sei b1, . . . , bn

eine Basis von X, c1, . . . , cm eine Basis von Y.
Die Bilder Fbl ∈ Y der Basis von X lassen sich als
Linearkombinationen der ck darstellen:
Fbl =

∑m
k=1 aklck (l = 1, . . . , n)

Die m×n-Matrix A = (akl) heisst Abbildungsmatrix
von F bezüglich den gegebenen Basen in X und Y.

x ∈ X:
x =

∑n
l=1 ξlbl

mit dem Koordinatenvektor ξ := (ξ1 . . . ξn)T .

y ∈ Y :
y =

∑m
k=1 ηkck

mit dem Koordinatenvektor η := (η1 . . . ηm)T .

somit gilt: η = Aξ.

Eine eineindeutige Abbildung von X auf Y heisst
Isomorphismus.
Ist F : X → Y ein Isomorphismus, so ist die
inverese Abbildung F−1 : Y → X linear und auch
ein Isomorphismus.

5.2. Kern, Bild und Rang

Der Kern ker F von F ist das Urbild von o ∈ Y . Das
Bild im F von F ist das Bild des Definitionsraumes
X.

ker F ist ein Unterraum von X (Ax = o), und im F
ist ein Unterraum von Y.

F ist genau dann injektiv, wenn kerF = o ist

Es gilt die Dimensionsformel
dim X - dim ker F = dim im F

Der Rang einer linearen Abbildung F ist gleich der
Dimension des Bildes von F:
Rang F := dim im F

5.3. Matrizen als lineare Abbildung

A = (a1a2 . . . an)

Der von den Kolonnen von A aufgespannte Unter-
raum R(A) := span{a1, . . . , an} heisst Kolonnen-
raum oder Wertebereich von A. Der Lösungsraum
L0 des homogenen Systems Ax=o heisst Nullraum
N (A).

Fasst man die Matrix A als lineare Abbildung auf,
so ist das Bild von A gleich dem Kolonnenraum oder
Wertebereich von A, und der Kern von A ist gleich
dem Nullraum von A:
im A = R(A), ker A = N (A).

Das Gleichungssystem Ax=b ist genau dann lösbar,
wenn b im Kolonnenraum von A liegt. Eine allfällige
Lösung ist genau dann eindeutig, wenn N (A)=o
ist, das heisst das homogene System nur die triviale
Lösung hat.

Bezeichnet r den Rang der Matrix A und L0 den
Lösungsraum von Ax=o, so ist
dim L0= dim N (A) = dim ker A = n-r

Der Rang einer m× n Matrix A ist gleich

(1) der Anzahl Pivotelemente bei der Reduktion von
A auf Zeilenstufenform.

(2) dem Rang der linearen Abbildung A: En → Em,
definiert als dim im A
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(3) der Dimension des Kolonnenraums (Kolonnen-
rang), definiert als Anzahl linear unabhängiger
Kolonnen (∈ En)

(4) der Dimension des Zeilenraums (Zeilenrang), de-
finiert als Anzahl linear unabhängiger Zeilen (∈
En).

5.4. Die Abbildungsmatrix bei
Koordinatentransformation

ξ ∈ En A η ∈ Em

T−1 ↓↑ T S−1 ↓↑ S (Koordinatentrans.)
ξ′ ∈ En B η′ ∈ Em

B = S−1AT , A = SBT−1

6. Vektorräume mit Skalarprodukt

6.1. Vektorräume mit Skalarprodukt

Die Norm oder Länge eines Vektors x in einem
Vektorraum V mit Skalarprodukt ist
‖x‖ ≡

√
〈x, x〉

Der Winkel zwischen zwei Vektoren x und y ist
gegeben durch
ϕ = ∠(x, y) ≡ arccos Re 〈x,y〉

‖x‖‖y‖

Satz von Pythagoras
In einem Vektorraum mit Skalarprodukt gilt:
x⊥y ⇒ ‖x± y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2

6.2. Orthonormalbasen

Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt und b1, . . . , bn eine Orthonormalbasis, so
gilt für jedes x ∈ V
x =

∑n
k=1〈bk, x〉bk

Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren
Es sei a1, a2, . . . eine endliche oder abzählbare, linear
unabhängige Menge von Vektoren. Wir berechnen ei-
ne gleich grosse Menge b1, b2, . . . von normierten und
paarweise orthogonalen Vektoren rekursiv gemäss.
b1 ≡ a1

‖a1‖ ,

b̃k ≡ ak −
∑k−1

j=1 〈bj , ak〉bj,

bk ≡
ebk

‖ebk‖

6.3. Orthogonale und unitäre
Basiswechsel und
Koordinatentransformationen

Die Transformationsmatrix einer Basistransformati-
on zwischen orthonormierten Basen ist unitär (I =
THT ). Dadurch sind die alten und neuen Koordina-
tenvektoren ξ und ξ′ verknüpft gemäss:
ξ = Tξ′, ξ′ = THξ

6.4. Orthogonale und unitäre
Abbildungen

Es seien X und Y zwei unitäre (bzw. orthogonale)
Vektorräume. Eine lineare Abbildung F:X→ Y heisst
unitär (bzw. orthogonal), falls für x,y ∈ X gilt:
〈Fx, Fy〉Y = 〈x, y〉X
Eine solche Abbildung ist längen- und winkeltreu,
zusätzlich ist ker F =o, d.h. F ist injektiv.

6.5. Normen von linearen Abbildungen
(Operatoren) und Matrizen

X und Y zwei normierte Vektorräume. Eine lineare
Abbildung F:X → Y heisst beschränkt, wenn es ein
γF ≥ 0 gibt mit ‖F (x)‖Y ≤ γF ‖x‖X (∀x ∈ X)

7. Die Methode der kleinsten
Quadrate und die
QR-Zerlegung einer Matrix

7.1. Orthogonalprojektionen

Eine lineare Abbildung P : Em → Em heisst
Projektion oder Projektor, falls P 2 = P
Eine Projektion heisst Orthogonalprojektion oder
orthogonaler Projektor, falls zusätzlich gilt ker P ⊥
im P.
Ist P ein Projektor, so ist auch I-P ein Projektor
und es gilt:
im(I-P) = ker P, ker(I-P) = im P

Für einen Projektor P : Em → Em sind folgende
Aussagen äquivalent:
- P ist ein orthogonaler Projektor
- I - P ist ein orthogonaler Projektor
- PH = P

Sind die Kolonnen einer m × n-Matrix A linear
unabhängig, d.h. ist Rang A = n (≤ m), so ist AHA
regulär.

Die Orthogonalprojektion PA : Em → im A ⊆ Em

auf den Kolonnenraum R(A)=im A einer m × n-
Matrix A mit Rang n(≤ m) ist gegeben durch
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PA ≡ A(AHA)−1AH

also PAy
PAy = A(AHA)−1AHy

wenn Kolonnen von Q orthogonal
PQ ≡ QQH

7.2. Die Methode der kleinsten Quadrate

Überbestimmtes lineares Gleichungssystem Ax=y
mit einer ”hohen” m × n-Matrix (m > n). Hat im
allgemeinen keine Lösungen.
Wenn keine Lösung, dann x so wählen, dass Residu-
envektor (r ≡ y − Ax) minimale Euklidische Norm
hat:
‖r‖2 =

∑m
k=1 r2

k

x = (AHA)−1AHy oder AT A~x = AT ~y

7.3. Die QR-Zerlegung einer Matrix

Das Gram-Schmidt-Verfahren, angewandt auf die
Kolonnen a1, . . . , an einer m × n-Matrix A liefert
die QR-Faktorisierung dieser Matrix. Ergänzt man A
durch den m-Vektor y, so liefert das Verfahren (vor
dem Normieren) zusätzlich den R(A) orthogonalen
Residuenvektor r gemäss der Formel
r = y −QQHy
Die Lösung x des Kleinste-Quadrate-Problems erfüllt
das durch Rückwärtseinsetzen lösbare System Rx =
QHy.

7.4. Die QR-Zerlegung mit Pivotieren

modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren mit
Kolonnen-Pivotieren
q1 := a1

‖a1‖ , q̃i ≡ ai − q1〈q1, ai〉
wähle p ≥ k mit ‖q̃p‖ 6= 0 und vertausche Kolonnen
p und k; berechne
qk := fqk

‖fqk‖ ,
q̃i := q̃i − qk〈qk, q̃i〉 (i = k + 1, . . . , n);
ist ‖q̃k+1 = . . . = ‖q̃n‖ = 0, so gilt Rang A = k und
man ist fertig.

8. Determinaten

8.1. Definition, Eigenschaften

Regel von Sarrus:
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 = a11a22a33 + a21a32a13 +

a31a12a23 − a31a22a13 − a21a12a33 − a11a32a23

Eine Determinante ist ein Funktional (A 7→ detA)
mit den folgenden Eingenschaften:

- det ist eine lineare Funktion jeder einzelnen Zei-
le/Kolonne der Matrix

det

0BBBBBBBBBB@

a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
γal1 + γ′a′

l1 . . . γaln + γ′a′
ln

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCCCCCCCCCA

= γdet

0BBBBBBBBBB@

a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
al1 . . . aln

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCCCCCCCCCA
+ γ′det

0BBBBBBBBBB@

a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
a′

l1 . . . a′
ln

.

.

.

.

.

.
an1 . . . ann

1CCCCCCCCCCA

- Werden in A zwei Zeilen/Kolonnen vertauscht, so
wechselt det(A) das Vorzeichen

- det(I)=1

- Hat A eine Zeile/Kolonne aus lauter Nullen, so ist
det A=0

- det(γA) = γndetA

- Hat A zwei gleiche Zeilen/Kolonnen, so ist det A=0

- Addiert man zu einer Zeile/Kolonne von A ein Viel-
faches einer anderen Zeile/Kolonne von A, so
ändert sich der Wert von det A nicht.

- Ist A eine Diagonalmatrix, so ist det A gleich dem
Produkt der Diagonalelemente.

- Ist A eine Dreiecksmatrix, so ist det A gleich dem
Produkt der Diagonalelemente.

det

0BBB@
a11 . . . γa1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . γann

1CCCA = γdet

0BBB@
a11 . . . a1n

.

.

.

.

.

.
an1 . . . an

1CCCA

Für jede n× n Matrix A gilt:
det A 6= 0 ⇔ RangA = n ⇔A ist regulär

Wendet man auf A den Gauss-Algorithmus an
und ist dabei Rang A=n, so ist det A gleich
dem Produkt der Pivotelemente multipliziert
mit (−1)ν , wobei ν die Anzahl der ausgeführten
Zeilenvertauschungen bezeichnet:
det A = (−1)νΠn

k=1rkk

Determinante via Gauss-Algorithmus
Zur Berechnung der Determinante einer n×n-Matrix
A wende man den Gauss-Algorithmus auf A an.
Falls er den Rang n und die obere Dreiecksmatrix R
liefert, so gilt obere Formel. Ist Rang A < n, so ist
det A = 0.

Für irgend zwei n× n-Matrizen A und B gilt:
det(AB) = det A · det B

Ist A regulär, so gilt:
det A−1 = (det A)−1
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det An = (det A)n

Es gilt:
det AT = det A det AH = det A

8.2. Entwicklung nach Zeilen und
Kolonnen

Zu jedem Element akl einer n × n-Matrix A werde
die (n − 1) × (n − 1)-Untermatrix A[k,l] definiert
durch Streichen der Zeile k und der Kolonne l von
A. Der Kofaktor κk,l von akl ist dann eine Zahl
κk,l :≡ (−1)k+ldet A[k,l]

Entwicklung nach der k-ten Zeile (k fest):
det A =

∑n
i=1 akiκki

Entwicklung nach der l-ten Kolonne (l fest):
det A =

∑n
i=1 ailκil

8.3. Determinanten von
Blockdreiecksmatrizen A B

O D

 = detAdetD

 A O
C D

 = detAdetD

9. Eigenwerte und Eigenvektoren

λ ist genau dann ein Eigenwert von A ∈ En×n, wenn
A− λI singulär ist.(det(A− λI) = 0)
Der Eigenraum Eλ zu einem Eigenwert λ von A ist
ein vom Nullraum verschiedener Unterraum des En,
und zwar ist
Eλ = ker(A− λI),
das heisst Eλ besteht aus allen Lösungen v des
homogenen Gleichungssystems
(A− λI)v = o
Die geometrische Vielfachheit von λ beträgt
dim Eλ = dim ker(A− λI) = n−Rang(A− λI)

Das Polynom χA(λ) :≡ det(A − λI) heisst charak-
teristisches Polynom der Matrix A ∈ En×n, und
die Gleichung χA(λ) = 0 ist die charakteristische
Gleichung.

λ ∈ E ist genau dann Eigenwert der der Matrix
A ∈ En×n, wenn λ Nullstelle des charakteristischen
Polynoms χA ist, das heisst eine Lösung der charak-
teristischen Gleichung ist.

Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren via
charakteristisches Polynom:
Um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix

A ∈ Cn×n zu bestimmen, kann man theoretisch wie
folgt vorgehen:

1 Berechnung des charakteristischen Polynoms χA,
χA(λ) :≡ det(A− λI)

2 Berechnung der n Nullstellen λ1, . . . , λn von χA.
Die Vielfachheit einer Nullstelle ist gleich der al-
gebraischen Vielfachheit dieses Eigenwertes.

3 Für jeden versch. Eigenwert λk: A−λkI mit Gauss-
Algorithmus auf Zeilenstufenform und wählt von
den n-r freien Parametern der Reihe nach immer
einen 6= 0 und die anderen 0. Die Dimension n-
r des Lösungsraumes ist gleich der geometri-
schen Vielfachheit dieses Eigenwertes.

Eine (quadratische) Matrix A ist genau dann sin-
gulär, wenn sie 0 als Eigenwert hat.

9.1. Ähnlichkeitstransformationen; die
Eigenwertzerlegung

Falls gilt
B = T−1AT, A = TBT−1

A und B sind ähnlich.

Ähnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische
Polynom; sie haben also die gleiche Determinante,
die gleiche Spur und die gleichen Eigenwerte.
Sowohl die geometrische als auch die algebraische
Vielfachheit eines Eigenwertes ist bei ähnlichen
Matrixen gleich.

Eine zu F : V → V gehörende Abbildungsmatrix ist
genau dann diagonal, wenn die gewählte Basis von
V aus lauter Eigenvektoren von F besteht.

Eine Basis aus Eigenvektoren von F (oder A) heisst
Eigenbasis von F (bzw. A).
Gibt es eine Eigenbasis v1, . . . , vn so gilt also die
einfache Abbildungsformel
x =

∑n
k=1 ξkvk 7→ Fx =

∑n
k=1 λkξkvk

Spektralzerlegung oder Eigenwertzerlegung
Zu einer Matrix A ∈ En×n gibt es genau dann eine
ähnliche Diagonalmatrix Λ, wenn es eine Eigenbasis
von A gibt. Für die reguläre Matrix
V :≡ (v1 . . . vn)
mit dieser Eigenbasis als Kolonnen gilt dann
AV = V Λ, d.h. A = V ΛV −1 bzw. Λ = V −1AV
Gibt es umgekehrt eine reguläre Matrix V ∈ En×n

und eine Diagonalmatrix Λ ∈ En×n, so dass obiger
Satz gilt, so sind die Diagonalelemente von Λ Eigen-
werte von A und die Kolonnen von V entsprechende
Eigenvektoren, die eine Eigenbasis bilden.
Eine Matrix A, zu der es eine Spektralzerlegung
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A = V ΛV −1 mit diagonalem Λ gibt, heisst diagona-
lisierbar.

Ist A diagonalisierbar und zerlegen wir die Matrizen
V und V −1 aus der Spektralzerlegung A = V ΛV −1

in Kolonnen bzw. Zeilenvektoren,

V = ( v1 . . . vn) V −1 =

 wT
1
...

wT
n


so lässt sich A als Summe von n Rang-1-Matrizen
darstellen:
A =

∑n
k=1 vkλkwT

k

Dabei gilt Avk = vkλk und wT
k A = λkwT

k

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
linear unabhängig.

Sind die n Eigenwerte von F : V → V (wo n=dim
V) verschieden, so gibt es eine Basis von Eigenvek-
toren und die entsprechende Abbildungsmatrix ist
diagonal.

Für jeden Eigenwert gilt, dass die geometrische Viel-
fachheit kleiner gleich der algebraischen Vielfachheit
ist.

Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn
für jeden Eigenwert die geometrische gleich
der algebraischen Vielfachheit ist.

9.2. Eigenwerte und Eigenvektoren
symmetrischer und Hermitscher
Matrizen

Ist A ∈ Cn×n symmetrisch (Hermitesch), so gilt:

i) Alle Eigenwerte λ1, . . . , λn sind reell.

ii) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind paarweise orthogonal in Rn (Cn)

iii) Es gibt eine orthogonale Basis des Rn (Cn) aus
Eigenvektoren u1, . . . , un von A.

iv) Für die orthogonale (unitäre) Matrix U :≡
(u1 . . . un) gilt:
UHAU = Λ :≡ diag(λ1, . . . , λn)

10. Anwendungen der
Eigenwertzerlegung

10.1. Homogene lineare
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Systeme erster Ordnung

Gegeben sei ein System von homogenen linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung
ẏ1(t) = a11y1(t) + . . . + a1nyn(t)
...
ẏn(t) = an1y1(t) + . . . + annyn(t)
mit konstanten Koeffizienten akl

η1, . . . , ηn vorgegebene Zahlen für yi(0)
so kann man die Gleichung in Matrixform schreiben:
ẏ(t) = Ay(t), y(0) = y0

die allgemeine Lösung davon lautet:
y(t) = V etΛc
etΛ :≡ diag(eλ1t, . . . , eλnt)
c = (γ1, . . . , γn)
mit Anfangsbedingungen:V c = y0 c = V −1y0

Systeme höherer Ordnung
x(n)(t)− βnx(n−1)(t)− · · · − β2ẋ(t)− β1x(t)
mit den Anfangsbedingungen:
x(0) = η1, , ẋ(0) = η2, . . . , x(n−1)(0) = ηn

gegeben, so setzen wir
y1(t) :≡ x(t), y2(t) :≡ ẋ(t), . . . , yn(t) :≡ x(n−1)(t)

A =


0 1 . . . 0
...

. . .
...

0 . . . 0 1
β1 β2 . . . βn


Systeme zweiter Ordnung ohne Terme erster
Ordnung
ÿ1(t) = a11y1(t) + . . . + a1nyn(t)
...
ÿn(t) = an1y1(t) + . . . + annyn(t)
mit Anfangsbedingungen:
yi(0) = ηi, ẏi(0) = η′i
also:ÿ(t) = Ay(t), y(0) = y0, ẏ(0) = y1

ωk :≡
√
−λk

Ω :≡ diag(ω1, . . . , ωn)
cos(Ωt) :≡ diag(cos(ω1t), . . . , cos(ωntt)))
sin(Ωt) :≡ diag(sin(ω1t), . . . , sin(ωntt)))
die allgemeine Lösung ist dann:
y(t) = V (cos(Ωt)a + sin(Ωt)b)
V a = y0, V b̃ = y1 mit b̃ :≡ Ωb

10.2. Funktionen von Matrizen

f(Λ) :≡ diag(f(λ1), . . . , f(λn))
f(A) :≡ V f(Λ)V −1
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10.3. Qudratische Formen und ihre
Hauptachsentransformation

Kegelschnitte:
x2
1

a2 + x2
2

b2 = 1: Ellipse mit Halbachsen a und b
x2
1

a2 − x2
2

b2 = 1: Hyperbel mit Halbachse a und Asym-
ptotensteigung ± arctan(b/a)
x2

1 − 2px2 = 0: Nach oben geöffnete Parabel mit
Halbparameter p

Eine auf Rn × Rn definierte symmetrische bilineare
Form B ist eine Funktion der Form
(x, y) ∈ Rn × Rn 7→ B(x, y) :≡ xT Ay ∈ R,
mit einer reellen, symmetrischen n × n-Matrix A.
Die zugehörige auf Rn definierte quadratische Form
Q ist
x ∈ Rn 7→ Q(x) :≡ xT Ax ∈ R,
Eine auf Cn × Cn definierte Hermitesche Form B ist
eine Funktion der Form
(x, y) ∈ Rn × Rn 7→ B(x, y) :≡ xHAy ∈ R,
mit einer Hermitschen n× n-Matrix A.

Hauptachsendarstellung:
A = UΛUT , x̃ :≡ UT x
Q(x) = Q̃(x̃) :≡ x̃T Λx̃ =

∑n
k=1 λkx̃2

k

Jede quadratische Form Q(x) = xT Ax lässt sich
mittels einer auf der Spektralzerlegung von A be-
ruhenden orthogonalen Basistransformation auf die
Hauptachsen-Darstellung bringen.

Jede quadratische Form Q(x) = xT Ax lässt sich
durch Übergang auf eine neue orthogonale (aber
im allgemeinen nicht orthonormierte) Basis mit
Koordinaten y auf die folgende Form bringen:
Q(x) = yT I±y =

∑p
k=1 y2

k −
∑r

l=p+1 y2
l

I± :≡ (1, . . . , 1,−1, . . . ,−1, 0, . . . , 0) Die Zahl p ist
dabei gleich der Anzahl positiver Eigenwerte von A,
und r ist der Rang von A, d.h. r-p ist die Anzahl
negativer Eigenwerte.

Das Tripel (p,r-p,n-r) mit der Zahl der positiven,
negativen und null Eigenwerte von A heisst Trägheit
von A. Die Differenz p-(r-p) der Zahl positiver und
negativer Eigenwerte heisst Signatur von A.

Zwei n × n-Matrizen A und B heissen kongruent,
wenn es eine reguläre Matrix S gibt, so dass
A = SBST

Der Übergang von B 7→ A = SBST (oder umge-
kehrt) heisst dann Kongruenztransformation.

Trägheitssatz:
Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine
kongruente Matrix I±. Dabei ist das Tripel (p,r-p,n-
r) gleich der Trägheit von A, die unabhängig ist von
der zugrunde liegenden Kongruenztransformation.

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv de-
finit, wenn all ihre Eigenwerte positiv sind.

10.4. Die Spektralnorm

Die Spektralnorm einer Matrix A ∈ En×n ist gleich
der Wurzel aus dem grössten Eigenwert von AHA
‖A‖2 =

√
λmax.

Die Spektralnorm einer Hermite-
schen/symmetrischen Matrix A ∈ En×n ist gleich
dem Betrag des grössten Eigenwerts diser Matrix
‖A‖2 = λmax.

Die Spektralnorm der Inversen A−1 einer Matrix ist
gleich dem Inversen der Wurzel aus dem kleinsten
Eigenwert von AHA ‖A−1‖2 = 1√

λmin
.

Ist A Hermitesch/symmetrisch, so ist ‖A−1‖2 gleich
dem Inversen des Betrages des kleinsten Eigenwertes
von A ‖A−1‖2 = λmin.

Die Konditionszahl einer Matrix A ∈ En×n ist
gegeben durch κ2(A) =

√
λmaxvonAHA√
λminvonAHA

.

Ist A Hermitesch(symmetrisch), so vereinfacht sich
diese Formel zu κ2(A) = λmaxvonA

λminvonA .

11. Die Singulärwertzerlegung

11.1. Herleitung

Zu einer komplexen m × n Matrix A vom Rang r
existieren unitäre Matrizen U = ( u1 . . . um ) und
V = (v1 . . . vn ) sowie eine m×n Matrix Σ der Form

Σ :≡
(

Σr 0
0 0

)
mit einem diagonalen r × r Block
Σr :≡ diag{σ1, . . . , σr},
dessen Diagonalelemente positive und alle grösser
gleich geordnet sind, so dass gilt:
A = UΣV H =

∑r
k=1 ukσkvH

k

Dabei bilden die Kolonnen von U und V orthonor-
male Eigenbasen von AAH bzw. AHA:
AAH = UΣ2

mUH , AHA = V Σ2
nV H

mit Σm :≡ diag{σ1, . . . , σm}, Σn :≡
diag{σ1, . . . , σn}, wo σk = 0, falls k > r.

- AT A und AAT bilden
- Σn = diag(

√
Eigenw.vonAT A)
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- Σm = diag(
√

Eigenw.vonAAT )
- V = EigenvektorenAT A
- U = EigenvektorenAAT - Σ hat die gleiche Form
wie A
- SV D = A = UΣV

11.2. Folgerungen

Die Matrix A ∈ En×n habe eine Singulärwertzerle-
gung mit m=n, und für p = 1, . . . , r sei
Ap =

∑p
k=1 ukωkvH

k

Dann ist Ap im Sinne der Spektralnorm die beste Ap-
proximation von A durch eine Matrix vom Rang p,
das heisst es gilt
‖A−Ap‖2 = min‖A−B‖2
wenn über alle Matrizen B ∈ En×n vom Rang p mi-
nimiert wird. Dabei ist
‖A−Ap‖2 = ωp+1

A. Mengen

A ∪B Vereinigung

A ∩B Durchschnitt

A \B Differenzmenge {x ∈ A ∧ x 3 B}
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