Algebra |

Zusamenfassung

Patrick Pletscher

18. Oktober 2003

1. Lineare Gleichungssysteme -
Gauss-Elimination

Ein lineares Gleichungssystem heisst homogen, falls
die rechte Seite aus Nullen besteht. Andernfalls heisst
es inhomogen. Die Losung 1 = 2 = ... =z, =0
eines Systems heisst triviale Losung.

n: Anzahl Unbekannter, m: Anzahl Gleichungen, r:
Zahl bei der Gaussalgorithmus abbricht = Rang des
Systems

Ein homogenes Gleichungssystem hat genau dann
nichttriviale Lésungen, wenn r < n ist. Dann gibt es
eine (n-r)-parametrige Losungsschar.

Insbesondere hat ein homogenes System mit m < n,
d.h mit mehr Unbekannten als Gleichungen, stets
eine mindestens (n-m)-parametrige Schar nichttri-
vialer Losungen.

Falls r:=Rang A=n, dann ist A regulir, falls

r:=Rang A < n, dann ist A singulér.

2. Matrizen und Vektoren in R"
und C"

2.1. Das Rechnen mit Matrizen und
Vektoren

Eine m x n- Matrix A kann mit einer n x p- Matrix
B multipliziert werden.

Das Element (AB);; in der i-ten Zeile und der j-ten
Spalte von AB bekommt man also, indem man die
i-te Zeile der Matrix A mit der j-ten Kolonne der
Matrix B multipliziert, wobei man die Zeile als
Zeilenvektor auffasst und die Kolonne als Kolonnen-
vektor.

Ist A eine m x n- Matrix und B=( by by ...
n X p- Matrix, so gilt:
AB = (Aby Aby ... Ab,)

bp) eine

Das Gleichungssystem Ax = b hat genau dann
eine Losung, wenn b eine Linearkombination der
Kolonnen von A ist.

2.2. Die Transponierte einer Matrix;
symmetrische und Hermitesche
Matrizen

Definition:

Ist A eine m x n- Matrix, so heisst die n x m- Matrix
AT mit (AT);; = (A);; die zu A transponierte
Matrix.

Ist A eine komplexe Matrix, so ist A mit
(A);; :== (A);; die zu A konjugiert-komplexe Matrix,
und A" = (A)T = AT ist die zu A konjugiert-
transponierte oder Hermitesch-transponierte Matrix.

Beispiel:
_ 1 2 3 4
5 6 7 8
15
2 6
3 7
4 8

Eine Matrix A heisst symmetrisch, falls A7 = A,
eine Matrix heisst Hermitesch, falls A¥ = A

Fiir das Transponieren (auch fiir A”) gelten folgende
Rechenregeln:

(AT =A

(aA)T = AT

(A+ B) = AT + BT
( ) BTAT

Fiir beliebige quadratische Matrizen gilt:
A.B symmetrisch, AB=BA — AB symmetrisch
A,B Hermitesch, AB=BA — AB Hermitesch



Fiir beliebige Matrizen gilt:
AT A und AAT sind symmetrisch
A" A und AAH sind Hermitesch

2.3. Das Skalarprodukt und die Norm
von Vektoren; Langen und Winkel

Definition:

Das (Euklidische) Skalarprodukt oder innere
Produkt zweier Vektoren z,y € E" ist die Zahl
(x,y) definiert durch:

(z,y) = oy =30 Tayw

Die Linge oder 2-Norm oder Euklidische Norm
eines Vektors z € E” ist die nichtnegative reelle Zahl
|z|| definiert durch ||z|| := /)z, x(

Es gilt die Schwarzsche Ungleichung:
Dyl < llzll lyll

2.4. Das aussere Produkt und die
orthogonale Projektion auf eine
Gerade

Das dyadische Produkt oder &ussere Produkt
eines m-Vektors x und eines n-Vektors y ist die
m x n-Matrix zyf.

Die orthogonale Projektion P,z des n-Vektors x
auf die durch die Vielfachen von y (# o) erzeugte
Gerade durch den Ursprung ist gegeben durch
Pyx = WyyH x

2.5. Die Inverse einer Matrix

Eine n x n Matrix A heisst invertierbar, falls es eine
n X n-Matrix X gibt, so dass AX = [, = XA ist.
Die Matrix X heisst Inverse von A und wird mit A~!
bezeichnet: AA™! =1, = A1 A.

Falls A regulér ist, dann ist A auch invertierbar.

Ist A reguldr, so hat das Gleichungssystem Ax=b
fiir jede rechte Seite b eine eindeutige Losung, und
zwar ist x = A7'b

2.6. Orthogonale und unitire Matrizen

Eine n x n- Matrix A heisst unitér, falls A7A = 1,,.
Eine reelle unitire Matrix heisst auch orthogonal;
fiir sie gilt ATA =1I,,.

Sind A und B unitére n x n-Matrizen, so gilt:
- A ist regulir und A™! = A7

- AAT =1,

- A1 ist unitdr - AB ist unitdr

Householder-Matrizen

Spezielle Klasse orthogonaler Matrizen. Sie beschrei-
ben die Spiegelung an einer Hyperebene, d.h. einer
Geraden, falls n=2, und an einer Ebene, wenn n=3.
Es sei u eine reeller Kolonnenvektor der Lénge 1,
d.h. uTw = 1. Dann ist das dussere Produkt uu” ja
die n x n-Matrix. Die zu u gehérende Householder-
Matrix ist

Qu =1 —2uu™
Sie lisst sich durch die Projektion auf die Richtung
u ausdriicken (wobei jetzt u reell und ||ul| =1 ist):

Q?L:I*2PM7WOPUZUUT

P, und damit auch @, symmetrisch.

Die durch eine orthogonale oder unitére n x n Matrix
A definierte Abbildung ist lingen und winkeltreu.

3. Die LR-Zerlegung

3.1. Die Gauss-Elimination als
LR-Zerlegung

A=LR

Durch die Gauss-Elimination wird also die Koef-
fizientenmatrix A eines linearen Gleichungssystem
implizit in ein Produkt einer Linksdreiecksmatrix L
und einer Rechtsdreiecksmatrix R zerlegt. Man nennt
deshalb diesen Hauptteil der Gauss-Elimination auch
LR-Zerlegung.



Zeilenweise, direkte LR-Zerlegung, regulirer
Fall

Zur LR-Zerlegung einer reguléren Matrix A berechne
man fiir i=1,...,n, mit [;; := 1,

Lir, := (ag — Z;C;ll lijrjk)ﬁ (k=1,...,i—1),

k
rik = (aix — 23;11 lijrjk)i (k=1i,...,n).

Danach:
- Vorwirtseinsetzen: Le=b auflosen nach c.
- Riickwiértseinsetzen: Rx=c auflésen nach x.

3.2. Die Cholesky-Zerlegung
A=RUR

Eine reelle n x n Matrix, heisst positiv definit,
wenn:
2P Az >0 2 € R?

Zeilenweise, direkte Cholesky-Zerlegung;:
Zur Cholesky-Zerlegung einer positiv definiten reell
symmetrischen oder Hermitschen n x n Matrix A
berechne man fiir i=1,...,n:

—
aii — 3= [Tl

Tik i = (Qik — Z;;ll Titjk) - (k=1i+1,...,n).
Dabei sind die Summen leer, wenn i=1 ist. Im letzten
Schritt mit i=n entfillt die zweite Formel.

Danach: B

- Vorwirtseinsetzen: Rf ¢ = b auflésen nach c.

- Riickwartseinsetzen: Rx = ¢ auflésen nach x.

T =

4. Vektorraume

4.1. Definition

Ein Vektorraum V {iber E ist eine nichtleere Menge
auf der eine Addition

zyeVe—aot+yeV

und eine skalare Multiplikation
acExeVm—areV

definiert sind, wobei folgende Grundregeln gelten:

V1) 2+y=y+=
(V2) (z+y)+z=2+(y+2)

(V3) es gibt eine ausgezeichnetes Element o € V' mit
r+o==zx

(V4) zu jedem x € V gibt es ein eindeutig bestimm-
tes —z € Vmit z+ (—z) =0

(V5) a(z+y) =azr+ay

(V6) (a+ B)x = ax+ Bz
(V7) (af)x = a(fz)

(V8) 1z ==z

4.2. Unterraume, Erzeugendensysteme

Eine nichtleere Teilmenge U eines Vektorraums V
heisst Unterraum, falls sie beziiglich Addition und
skalarer Multiplikation abgeschlossen ist.

Ein Unterraum ist selbst ein Vektorraum.

Es sei V ein Vektorraum iiber E, und es seien
ai,...,a, € V ausgewdhlte Vektoren. Ein Vektor
der Form z := aja; + ... + apa, = 2221 apap mit
ai,...,o, € E heisst eine Linearkombination von
Aly...,p.

Die Menge aller Linearkombinationen von aq,...,a,
heisst der von aj,...,a, aufgespannte/erzeugte
Unterraum. Er wird bezeichnet mit span{as,...,a,}

4.3. Lineare Abhangigkeit, Basen,
Dimension

Die n > 2 Vektoren ay, ..., a, sind linear abhingig
genau dann, wenn sich einer dieser Vektoren als
Linearkombination der andern schreiben l&sst.

Ein linear unabhéngiges Erzeugendensystem eines
Vektorraums V heisst Basis von V.

b1,...,b,y, C V ist genau dann eine Basis von V,
wenn sich jeder Vektor x € V in eindeutiger Weise
als Linearkombination von b,...,b,, darstellen
lasst. = >0, &b

Testen auf lin. Abhéngigkeit: avy + Bve +yvs =0

4.4. Basiswechsel,
Koordinatentransformation

Es sei by,...,b, eine vorgegebene, alte Ba-
sis des Vektorraumes V, und es sei b,...,0),
eine zweite, neue Basis von V. Die neuen
Basisvektoren kann man in der alten Basis
darstellen:b, = >~ | b, (k=1,...,n)

Die n x n-Matrix T = (7%) heisst Transformations-
matrix des Basiswechsels.



T*l

—

¢ ¢
T
Essei & = (& ... &)7T der Koordinatenvektor eines

beliebigen Vektors x € V beziiglich der alten Bais,
und es sei ¢ = (& ... €))7 der Koordinatenvektor
dieses Vektors x beziiglich einer neuen, gegebenen Ba-
sis, so dass

D hmr Skbe =1 =305y §b)

Dann gilt fiir die Koordinatentransformation: & =
STk, (i=1,...,n)

d.h. esist £ =T¢

wobei die Transformationsmatrix T regulér ist, so
dass also

¢ =T

5. Lineare Abbildungen

5.1. Definition, Matrixdarstellung

Eine Abbildung F' : X — Y,z — Fz zwischen zwei
Vektorrdumen X und Y (iiber E heisst linear, wenn
fiir alle z,7 € X und alle v € E gilt
Flz+7)=Fax+F(z), F(yz)=~(Fx)

X ist der Definitionsraum, Y der Bildraum der Ab-
bildung.

Wir betrachten nun eine beliebige lineare Abbildung
F eines n-dimensionalen Vektorraums X in einen
m-dimensionalen Vektorraum Y. Es sei by,...,0,
eine Basis von X, ¢q,..., ¢, eine Basis von Y.

Die Bilder Fb; € Y der Basis von X lassen sich als
Linearkombinationen der ¢ darstellen:

Fb, = ZZL:I apicr (I=1,...,n)

Die m x n-Matrix A = (ag;) heisst Abbildungsmatrix
von F beziiglich den gegebenen Basen in X und Y.

r e X:
Tr = 27:1 flbl

mit dem Koordinatenvektor £ := (&1 ...

&n)T

yey:

Y= ZZL:1 Nk Ck

mit dem Koordinatenvektor 7 := (1 ... nm)7.

m
somit gilt: n = AE.

Eine eineindeutige Abbildung von X auf Y heisst
Isomorphismus.

Ist /' : X — Y ein Isomorphismus, so ist die
inverese Abbildung F~! : Y — X linear und auch
ein Isomorphismus.

5.2. Kern, Bild und Rang

Der Kern ker F' von F ist das Urbild von o € Y. Das
Bild @m F von F ist das Bild des Definitionsraumes
X.

ker F ist ein Unterraum von X (Az = o), und im F
ist ein Unterraum von Y.

F ist genau dann injektiv, wenn kerF = o ist

Es gilt die Dimensionsformel
dim X - dim ker F = dim im F

Der Rang einer linearen Abbildung F ist gleich der
Dimension des Bildes von F:
Rang F := dim im F

5.3. Matrizen als lineare Abbildung

A= (aras...ay)

Der von den Kolonnen von A aufgespannte Unter-
raum R(A) := span{ai,...,a,} heisst Kolonnen-
raum oder Wertebereich von A. Der Losungsraum
Ly des homogenen Systems Ax=o heisst Nullraum

N(A).

Fasst man die Matrix A als lineare Abbildung auf,
so ist das Bild von A gleich dem Kolonnenraum oder
Wertebereich von A, und der Kern von A ist gleich
dem Nullraum von A:

im A = R(4), ker A=N(A4).

Das Gleichungssystem Ax=b ist genau dann losbar,
wenn b im Kolonnenraum von A liegt. Eine allfillige
Losung ist genau dann eindeutig, wenn A(A)=o
ist, das heisst das homogene System nur die triviale
Losung hat.

Bezeichnet r den Rang der Matrix A und £y den
Losungsraum von Ax=o, so ist
dim Lo= dim N(A) = dim ker A = n-r

Der Rang einer m x n Matrix A ist gleich

(1) der Anzahl Pivotelemente bei der Reduktion von
A auf Zeilenstufenform.

(2) dem Rang der linearen Abbildung A: E® — E™,
definiert als dim im A



(3) der Dimension des Kolonnenraums (Kolonnen-
rang), definiert als Anzahl linear unabhéngiger
Kolonnen (€ E™)

(4) der Dimension des Zeilenraums (Zeilenrang), de-
finiert als Anzahl linear unabhiingiger Zeilen (€

5.4. Die Abbildungsmatrix bei
Koordinatentransformation

ceE" A n€E™
T-' 1T S~1 1S (Koordinatentrans.)
¢eE” B o € E™

B=S"'AT, A=SBT"!

6. Vektorraume mit Skalarprodukt

6.1. Vektorraume mit Skalarprodukt

Die Norm oder Liange eines Vektors x in einem
Vektorraum V mit Skalarprodukt ist
[zl = /{2, z)

Der Winkel zwischen zwei Vektoren x und y ist
gegeben durch

¢ = /(x,y) = arccos Ze{ny)

[

Satz von Pythagoras
In einem Vektorraum mit Skalarprodukt gilt:
aly = o £y|? = |l=l* + yl?

6.2. Orthonormalbasen

Ist V ein n-dimensionaler Vektorraum mit Skalar-
produkt und bq,...,b, eine Orthonormalbasis, so
gilt fiir jedes x € V
xr = ZZ:I <bk, x)bk

Gram-Schmidt-Orthogonalisierungsverfahren
Es sei aq, as, ... eine endliche oder abzihlbare, linear
unabhéngige Menge von Vektoren. Wir berechnen ei-
ne gleich grosse Menge b1, ba, . .. von normierten und
paarweise orthogonalen Vektoren rekursiv gemaéss.
bl = 4

br = ar — Yoy (bj, ar)bj,
b, = ==

6.3. Orthogonale und unitdre
Basiswechsel und
Koordinatentransformationen

Die Transformationsmatrix einer Basistransformati-
on zwischen orthonormierten Basen ist unitir (I =
THT). Dadurch sind die alten und neuen Koordina-
tenvektoren £ und &’ verkniipft gemiiss:

§=T¢, &=T"¢

6.4. Orthogonale und unitdre
Abbildungen

Es seien X und Y zwei unitidre (bzw. orthogonale)
Vektorrdume. Eine lineare Abbildung F:X — Y heisst
unitér (bzw. orthogonal), falls fiir x,y € X gilt:
<F1'7Fy>Y = <xvy>X

Eine solche Abbildung ist ldngen- und winkeltreu,
zusétzlich ist ker F =o, d.h. F ist injektiv.

6.5. Normen von linearen Abbildungen
(Operatoren) und Matrizen

X und Y zwei normierte Vektorrdume. Eine lineare
Abbildung F:X — Y heisst beschrinkt, wenn es ein
vr 2 0 gibt mit [F(z)|ly < ypllz]x (Vo€ X)

7. Die Methode der kleinsten
Quadrate und die
QR-Zerlegung einer Matrix

7.1. Orthogonalprojektionen

Eine lineare Abbildung P E" — E™
Projektion oder Projektor, falls P? = P

Eine Projektion heisst Orthogonalprojektion oder
orthogonaler Projektor, falls zusétzlich gilt ker P L
im P.

Ist P ein Projektor, so ist auch I-P ein Projektor
und es gilt:

im(I-P) = ker P, ker(I-P) = im P

heisst

Fiir einen Projektor P : E™ — [E™ sind folgende
Aussagen dquivalent:
- P ist ein orthogonaler Projektor

- I - P ist ein orthogonaler Projektor
-pH_—_Pp

Sind die Kolonnen einer m x n-Matrix A linear
unabhingig, d.h. ist Rang A = n (< m), so ist A% A
regular.

Die Orthogonalprojektion P4 : E™ — im A C E™
auf den Kolonnenraum R(A)=im A einer m x n-
Matrix A mit Rang n(< m) ist gegeben durch



Py= A(ATA)~1AH
also Pay
Pay=A(ATA)~1AHy

wenn Kolonnen von Q orthogonal

Py =QQ"

7.2. Die Methode der kleinsten Quadrate

Uberbestimmtes lineares Gleichungssystem Ax=y
mit einer "hohen” m x n-Matrix (m > n). Hat im
allgemeinen keine Losungen.

Wenn keine Losung, dann x so wéhlen, dass Residu-
envektor (r = y — Az) minimale Euklidische Norm
hat:

Irl2 = X o2

x = (AHA)"1AHy oder AT Ax = ATy

7.3. Die QR-Zerlegung einer Matrix

Das Gram-Schmidt-Verfahren, angewandt auf die
Kolonnen ay,...,a, einer m x n-Matrix A liefert
die QR-Faktorisierung dieser Matrix. Ergdnzt man A
durch den m-Vektor y, so liefert das Verfahren (vor
dem Normieren) zusétzlich den R(A) orthogonalen
Residuenvektor r geméss der Formel

r=y-QQ"y

Die Losung x des Kleinste-Quadrate-Problems erfiillt
das durch Riickwirtseinsetzen 16sbare System Rx =

QHy.

7.4. Die QR-Zerlegung mit Pivotieren

modifiziertes Gram-Schmidt-Verfahren
Kolonnen-Pivotieren

q1 = H%H’ 4 = a; — q1{q1, ai)

wihle p > k mit ||gp|| # 0 und vertausche Kolonnen
p und k; berechne

Uk = T2

G =G — qlqr, @) (i=k+1,....n);

ist ||gkt1 = ... = ||gn]| = 0, so gilt Rang A = k und
man ist fertig.

mit

8. Determinaten

8.1. Definition, Eigenschaften

Regel von Sarrus:

a1l a2 ais
a1 Q2 Q23 = a11022033 + G21a32013 +
asy as2 as3

31012023 — 31022013 — A21412033 — 11032023

Eine Determinante ist ein Funktional (A — detA)
mit den folgenden Eingenschaften:

- det ist eine lineare Funktion jeder einzelnen Zei-
le/Kolonne der Matrix

a1l s a1n

det | ~ajp +v'aj; Yain +v'al,

anl anmn

ayy ... alp @11 41n

= ~det ajy ary, + ~'det aly L a}

anl v ann a1 ann

- Werden in A zwei Zeilen/Kolonnen vertauscht, so
wechselt det(A) das Vorzeichen

- det(I)=1

- Hat A eine Zeile/Kolonne aus lauter Nullen, so ist
det A=0

- det(yA) = y"det A
- Hat A zwei gleiche Zeilen/Kolonnen, so ist det A=0

- Addiert man zu einer Zeile/Kolonne von A ein Viel-
faches einer anderen Zeile/Kolonne von A, so
andert sich der Wert von det A nicht.

- Ist A eine Diagonalmatrix, so ist det A gleich dem
Produkt der Diagonalelemente.

- Ist A eine Dreiecksmatrix, so ist det A gleich dem
Produkt der Diagonalelemente.

aiy aly ... alp
det : = ydet : :
an1 apl ... an

Fiir jede n x n Matrix A gilt:
det A#0 & RangA =n < A ist regulir

Yain

Yann

Wendet man auf A den Gauss-Algorithmus an
und ist dabei Rang A=n, so ist det A gleich
dem Produkt der Pivotelemente multipliziert
mit (—1)”, wobei v die Anzahl der ausgefiihrten
Zeilenvertauschungen bezeichnet:

det A = (—1)VHZ:1TMC

Determinante via Gauss-Algorithmus

Zur Berechnung der Determinante einer n x n-Matrix
A wende man den Gauss-Algorithmus auf A an.
Falls er den Rang n und die obere Dreiecksmatrix R
liefert, so gilt obere Formel. Ist Rang A < n, so ist
det A = 0.

Fiir irgend zwei n x n-Matrizen A und B gilt:
det(AB) = det A - det B

Ist A regulér, so gilt:
det A=! = (det A)~1



det A™ = (det A)"

Es gilt:
det AT =det A det AT =det A

8.2. Entwicklung nach Zeilen und
Kolonnen

Zu jedem Element ay; einer n x n-Matrix A werde
die (n — 1) x (n — 1)-Untermatrix Ap,; definiert
durch Streichen der Zeile k und der Kolonne 1 von
A. Der Kofaktor sy, von ay; ist dann eine Zahl

Ky = (1) det Ay

Entwicklung nach der k-ten Zeile (k fest):
det A=3"" | agikkg

Entwicklung nach der l-ten Kolonne (1 fest):
det A=3"" agkq

8.3. Determinanten von
Blockdreiecksmatrizen

A B A O
O D ¢ D

= det Adet D | | = det Adet D

9. Eigenwerte und Eigenvektoren

A ist genau dann ein Eigenwert von A € E™*"™, wenn
A — X singulér ist.(det(A — AI) = 0)

Der Eigenraum FE) zu einem Eigenwert A von A ist
ein vom Nullraum verschiedener Unterraum des E”,
und zwar ist

E) = ker(A—\),

das heisst E) besteht aus allen Losungen v des
homogenen Gleichungssystems

(A-=Xv=o

Die geometrische Vielfachheit von A betrigt
dim Ey = dim ker(A — M) =n — Rang(A — \I)

Das Polynom x4 (\) := det(A — AI) heisst charak-
teristisches Polynom der Matrix A € E"*"  und
die Gleichung x4(A) = 0 ist die charakteristische
Gleichung.

A € E ist genau dann FEigenwert der der Matrix
A € E"*" wenn A Nullstelle des charakteristischen
Polynoms x 4 ist, das heisst eine Losung der charak-
teristischen Gleichung ist.

Berechnung von Eigenwerten und Eigenvektoren via
charakteristisches Polynom:
Um die Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix

A € C™ ™ zu bestimmen, kann man theoretisch wie
folgt vorgehen:

1 Berechnung des charakteristischen Polynoms x4,
XA(A) :=det(A— N)

2 Berechnung der n Nullstellen Aq,..., A, von ya4.
Die Vielfachheit einer Nullstelle ist gleich der al-
gebraischen Vielfachheit dieses Eigenwertes.

3 Fiir jeden versch. Eigenwert Ap: A— A\, I mit Gauss-
Algorithmus auf Zeilenstufenform und w#hlt von
den n-r freien Parametern der Reihe nach immer
einen # 0 und die anderen 0. Die Dimension n-
r des Losungsraumes ist gleich der geometri-
schen Vielfachheit dieses Eigenwertes.

Eine (quadratische) Matrix A ist genau dann sin-
guldr, wenn sie 0 als Eigenwert hat.

9.1. Ahnlichkeitstransformationen; die
Eigenwertzerlegung

Falls gilt
B=T"1'AT, A=TBT!
A und B sind ahnlich.

Ahnliche Matrizen haben dasselbe charakteristische
Polynom; sie haben also die gleiche Determinante,
die gleiche Spur und die gleichen Eigenwerte.
Sowohl die geometrische als auch die algebraische
Vielfachheit eines Eigenwertes ist bei &hnlichen
Matrixen gleich.

Eine zu F' : V — V gehorende Abbildungsmatrix ist
genau dann diagonal, wenn die gewéhlte Basis von
V aus lauter Eigenvektoren von F besteht.

Eine Basis aus Eigenvektoren von F (oder A) heisst
Eigenbasis von F (bzw. A).
Gibt es eine Eigenbasis vy, ..
einfache Abbildungsformel
@ =30 Gk = Fo= 300 Akbroy

., U, so gilt also die

Spektralzerlegung oder Eigenwertzerlegung
Zu einer Matrix A € E™*™ gibt es genau dann eine
ghnliche Diagonalmatrix A, wenn es eine Eigenbasis
von A gibt. Fiir die reguliéire Matrix

Vi=(v1 ... vp)

mit dieser Eigenbasis als Kolonnen gilt dann

AV =VA, dh. A=VAV ! bzw. A =V 1AV

Gibt es umgekehrt eine reguldre Matrix V' € E™"*"
und eine Diagonalmatrix A € E"*"  so dass obiger
Satz gilt, so sind die Diagonalelemente von A Eigen-
werte von A und die Kolonnen von V entsprechende
Eigenvektoren, die eine Eigenbasis bilden.

Eine Matrix A, zu der es eine Spektralzerlegung



A = VAV~! mit diagonalem A gibt, heisst diagona-
lisierbar.

Ist A diagonalisierbar und zerlegen wir die Matrizen
V und V! aus der Spektralzerlegung A = VAV !
in Kolonnen bzw. Zeilenvektoren,
T

wy
V=(v1...0,) V7= :
so ldsst sich A als Summe von n Rang-1-Matrizen
darstellen:
A= 30 oAy,
Dabei gilt Avg, = v g und ng = /\kw,{

Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind
linear unabhéngig.

Sind die n Eigenwerte von F' : V. — V (wo n=dim
V) verschieden, so gibt es eine Basis von Eigenvek-
toren und die entsprechende Abbildungsmatrix ist
diagonal.

Fiir jeden Eigenwert gilt, dass die geometrische Viel-
fachheit kleiner gleich der algebraischen Vielfachheit
ist.

Eine Matrix ist genau dann diagonalisierbar, wenn
fir jeden Eigenwert die geometrische gleich
der algebraischen Vielfachheit ist.

9.2. Eigenwerte und Eigenvektoren
symmetrischer und Hermitscher
Matrizen

Ist A € C"*" symmetrisch (Hermitesch), so gilt:

i) Alle Eigenwerte A1,...,\, sind reell.

ii) Die Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
sind paarweise orthogonal in R™ (C™)

iii) Es gibt eine orthogonale Basis des R™ (C™) aus
Eigenvektoren wuq, ..., u, von A.

iv) Fir die orthogonale (unitdre) Matrix U

(ug ... up) gilt:

UHAU = A := diag(\y, ..., \n)

10. Anwendungen der
Eigenwertzerlegung

10.1. Homogene lineare
Differentialgleichungen mit
konstanten Koeffizienten

Systeme erster Ordnung

Gegeben sei ein System von homogenen linearen
Differentialgleichungen erster Ordnung
91(t) = aniyi(t) + ... + arnyn(t)

yn(t) = an1Y1 (t) + .o+ Qunln (t)

mit konstanten Koeflizienten ay;

M,-..,Nn vorgegebene Zahlen fiir y;(0)

so kann man die Gleichung in Matrixform schreiben:
y(t) = Ay(t), y(0) =yo

die allgemeine Losung davon lautet:

y(t) = Vethe
eh .= diag(eM?, . .. ernt)
c= (’717"'77n)

mit Anfangsbedingungen:Ve =1, c¢=V "1y,

Systeme héherer Ordnung
e (t) = BueV(t) = - = Ba(t) — fra(t)
mit den Anfangsbedingungen:

z(0) =m, ,&(0) =n2, ...,
gegeben, so setzen wir
yi(t) == x(t), yo(t) :=2(t), ...

0 1 ... 0
A= : R
o ... 0 1
B B2 ... Ba

Systeme zweiter Ordnung ohne Terme erster
Ordnung

H1(t) = anyi(t) + ... + a1nyn(t)

mit Anfangsbedingungen:

¥i(0) = ni, 9:(0) =n;

alsosji(t) = Ay(t), y(0) = g0, §(0) =y

WE =V —)\k

Q= diag(ws, ..., wn)

cos(Q2t) := diag(cos(wit), . .., cos(wytt)))
sin(Qt) := diag(sin(wit), . . ., sin(w,tt)))

die allgemeine Losung ist dann:

y(t) = V(cos(Qt)a + sin(Qt)d)

Va =y, Vb= Y1 mit b= Qb

10.2. Funktionen von Matrizen

FA) :=diag(f(M), .-, f(An))
fA) =VvfA VT



10.3. Qudratische Formen und ihre
Hauptachsentransformation

Kegelschnitte:
% + % = 1: Ellipse mit Halbachsen a und b
Z—z — gg—; = 1: Hyperbel mit Halbachse a und Asym-

ptotensteigung + arctan(b/a)
22 — 2pry = 0: Nach oben gedffnete Parabel mit
Halbparameter p

Eine auf R™ x R™ definierte symmetrische bilineare
Form B ist eine Funktion der Form

(r,) €ER" x R" +— B(x,y) =27 Ay € R,

mit einer reellen, symmetrischen n x n-Matrix A.
Die zugehorige auf R™ definierte quadratische Form
Q ist

reR" — Q(z) =2TAz e R,

Eine auf C" x C" definierte Hermitesche Form B ist
eine Funktion der Form

(z,y) eR" xR" — B(z,y) :=2"Ay e R,

mit einer Hermitschen n x n-Matrix A.

Hauptachsendarstellung:
A= UAQT7 z2:=UTx
Q(z) = Q@) =3TAT =Y} _, M3

Jede quadratische Form Q(z) = 27 Az ldsst sich
mittels einer auf der Spektralzerlegung von A be-
ruhenden orthogonalen Basistransformation auf die
Hauptachsen-Darstellung bringen.

Jede quadratische Form Q(z) = 27 Az ldsst sich
durch Ubergang auf eine neue orthogonale (aber
im allgemeinen nicht orthonormierte) Basis mit
Koordinaten y auf die folgende Form bringen:

Qz) = y" Loy =31 Uk — X U7

Iy == (1,...,1,—-1,...,-1,0,...,0) Die Zahl p ist
dabei gleich der Anzahl positiver Eigenwerte von A,
und r ist der Rang von A, d.h. r-p ist die Anzahl
negativer Eigenwerte.

Das Tripel (p,r-p,n-r) mit der Zahl der positiven,
negativen und null Eigenwerte von A heisst Trigheit
von A. Die Differenz p-(r-p) der Zahl positiver und
negativer Eigenwerte heisst Signatur von A.

Zwei n X n-Matrizen A und B heissen kongruent,
wenn es eine regulidre Matrix S gibt, so dass
A=SBST

Der Ubergang von B — A = SBST (oder umge-
kehrt) heisst dann Kongruenztransformation.

Tragheitssatz:

Zu jeder reellen symmetrischen Matrix A gibt es eine
kongruente Matrix I.. Dabei ist das Tripel (p,r-p,n-
r) gleich der Tréigheit von A, die unabhéngig ist von
der zugrunde liegenden Kongruenztransformation.

Eine symmetrische Matrix ist genau dann positiv de-
finit, wenn all ihre Eigenwerte positiv sind.

10.4. Die Spektralnorm

Die Spektralnorm einer Matrix A € E"*"™ ist gleich
der Wurzel aus dem grossten Eigenwert von AX A
HAHZ =V /\max-

Die Spektralnorm einer Hermite-
schen/symmetrischen Matrix A € E™*™ ist gleich
dem Betrag des grossten Eigenwerts diser Matrix
HAHQ = Amaz-

Die Spektralnorm der Inversen A~! einer Matrix ist
gleich dem Inversen der Wurzel aus dem kleinsten
Eigenwert von A7 A ||[A~Y|y = \/Ainin

Ist A Hermitesch/symmetrisch, so ist ||A™!||2 gleich
dem Inversen des Betrages des kleinsten Eigenwertes

von A ||A_1H2 = Mnin-

Die Konditionszahl einer Matrix A € E™*" ist

AmazVonAH A
VAminvonAH A ’
Ist A Hermitesch(symmetrisch), so vereinfacht sich

diese Formel zu ra(A) = %~
min

gegeben durch ko(A) =

11. Die Singuldrwertzerlegung

11.1. Herleitung

Zu einer komplexen m x n Matrix A vom Rang r

existieren unitdre Matrizen U = (uy ... Uy, ) und

V = (v1 ... v,) sowie eine m x n Matrix ¥ der Form
. 0

mit einem diagonalen r x r Block

3, = diag{o1,...,0.},

dessen Diagonalelemente positive und alle grosser

gleich geordnet sind, so dass gilt:

A=UxVH =% upopof!

Dabei bilden die Kolonnen von U und V orthonor-

male Eigenbasen von AA® bzw. AH A:

AAT = U2 UH, AHA=VY2VH

mit X, = diag{o1,...,0m},

diag{oi,...,0n}, wo o, = 0, falls k > r.

Xn

- AT A und AAT bilden
- %, = diag(v/Eigenw.von AT A)



- 3, = diag(v/Eigenw.wvonAAT)

- V = FigenvektorenAT A

- U = EigenvektorenAAT - ¥ hat die gleiche Form
wie A

-SVD = A=UXV

11.2. Folgerungen

Die Matrix A € E™*™ habe eine Singulérwertzerle-
gung mit m=n, und fir p=1,...,r sei

Ap = Yk unwrvy!

Dann ist A, im Sinne der Spektralnorm die beste Ap-
proximation von A durch eine Matrix vom Rang p,
das heisst es gilt

[A = Apll2 = min||A — Bl

wenn iiber alle Matrizen B € E"*™ vom Rang p mi-
nimiert wird. Dabei ist

[A— Apllz = wpia

A. Mengen

AU B Vereinigung
AN B Durchschnitt

A\ B Differenzmenge {x € ANz > B}
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